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El manual está destinado para las escuelas de enseñanza 
media y los centros docentes medios especializados y con- 
tiene conceptos, definiciones, fórmulas, teoremas y métodos 
de resolución de los problemas que se incluyen on los cursos 
de matemáticas para la enseñanza media. Algunos de los 
apartados que integran este libro no forman parte actual- 
mente del programa escolar, pero sou imprescindibles para 
una mejor comprensión de Jos fundamentos de las matemáti- 
cas. Entre ellos cabe señalar: la divisibilidad de los números 
enteros y polinomios, los algoritmos de Ituclidos, los nú- 
meros complejos y el teoroma fundamental del ilgebra, las 
curvas de segundo orden, etc. 

En una serie de párrafos la exposición del material se 
distingue de la exposición que se usa actualmente en los 
manuales de escuela. Por ejemplo, el muterial de geomelria 
se expone en base a la axiomática de Hilbert, con el empleo 
de la terminología tradicional. Además, se definen de 
otra manera el vector, la sucesión numérica y la integral 
definida. 

En el manual se da una exposición sistemática de la 
teoría de los números reales, que finaliza con un capítulo 
sobre los números complejos. 

Se ha ampliado el circulo de cuestiones referidas al cál- 
culo aproximado. Junto con los conocimientos elementales 
que tienen carácter general, en el manual se examinan las 
propiedades aproximadas de las fracciones continuas y se 
da uno de los más simples y conocidos métodos del cálculo 
aproximado, el mélodo de tangentes de Newton. Las desig- 
naciones en el manual, a rara excepción, coinciden con las 
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designaciones que suelen utilizarse en los manuales de 


escuela. 

El manual tiene fundamentalmente un carácter teórico 
y puede servir no sólo como guía, sino que también como 
un libro de repaso y para sistematizar los conocimientos, 
siendo muy útil para la preparación de los exámenes de 


ingreso en los centros de enseñanza superior. 


CAPÍTULO 1 


Elementos de la teoría de conjuntos 


La teoría de conjuntos es la parte de las matemáticas 
que estudia las propiedades generales de los conjuntos 
(principalmente infinitos). La separación de la teoría de 
conjuntos en una parte autónoma de las matemáticas se 
produjo hace comparativamente. poco tiempo, en el tope 
de los siglos XIX y XX. La teoría de conjuntos ejerció 
una gran influencia sobre el desarrollo de las matemáticas 
contemporáneas, sirvió de base para la aparición de una 
serie de partes nuevas de esta ciencia, permitió enfocar de 
una manera nueva las matemáticas clásicas y entender más 
profundamente esta asignatura, 


$ 1. Conjuntos y operaciones con ellos 


1. 1. Conjuntos y subconjuntos. Ciertos conceptos de la 
matemáticas son primarios, indefmibles. Estos conceptos 
son: el número natural, el punto, la recta, etc. 

Uno de estos conceptos indefinibles es el concepto «con- 
junto». A este concepto no puede dársele una definición 
formal que no se convierta en un simple cambio de la pala- 
bra «conjunto» por sus sinónimos: «población», «lista de 
elementos», etc. Los conjuntos se pueden componer sobre 
la base de distintos criterios de los más diferentes objetos 
(a los que en adelante vamos a denominar como elementos 
de un conjunto). Se pueden examinar no sólo los conjuntos, 
elementos de los cuales son los objetos materiales, sino 
también los conjuntos, elementos de los cuales son ciertos 
ponceptos abstractos (números, figuras geométricas, símbo- 
os, etc.). 
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Acordemos de antemano que el concepto «conjunto» 
no puede comprenderse literalmente e interpretarse como 
un conjunto de «muchos» elementos. Por conjunto se entien- 
de también un grupo de objetos que puede estar compuesto, 
por ejemplo, de uno, dos y mucbos más elementos. Además, 
resulta muy cómodo por conjunto entender también un 
conjunto vacío, es decir, un conjunto que no contiene ni un 
sólo clemento. 

Los conjuntos suelen designarse con las letras mayúscu- 
las del alfabeto latino A, B, ..., X, y sus elementos, con 
las minúsculas: a, b, ..., z. El conjunto vacío se designa 
con el simbolo Y. 

Si el conjunto A se compone de » elementos 2,, 4qr +... 
e. ., Gn, Entonces se escribe 


A =(0,; Q2) +. .3 Op). 


Se dice que «el elemento a pertenece al conjunto A» 
y se escribe: a E AÉ A 32 a (A contiene a); la inscripción a € 
€AÓ A dosignifica que el elemento a no pertenece al 
conjunto A (A no contiene a). 

El conjunto 4 se llama subconjunto del conjunto Á, si 
todos los elementos del conjunto £ pertenecen al conjunto 
A, y se escribe 

BCA, 


Por ejemplo, sea 4 un conjunto de números racionales; 
B, un conjunto de números naturales. En este caso B <A. 
Cualquier conjunto A tiene como subconjuntos un con- 
unto vacio y el propio conjunto A. 
Si para dos conjuntos A y 13 son válidas al mismo tiem- 
po las afirmaciones 
AcCByBCA, 


entonces los conjuntos Á y / se componen de los mismos 
elementos. Los conjuntos A y KB se llaman ¿guales (o coincl- 
dentes) y se escriben 

A =5B, 


El subconjunto no vacío B del conjunto A se llama propio, 
si f3 no coincide con 4. 

1.2. Operaciones con los conjuntos. Con los conjuntos se 
pueden efectuar distintas operaciones, de las cuales las más 
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simples son: la unión, la intersección y el complemento. Pa- 
ra mayor claridad representemos los conjuntos en forma de 
figuras geométricas; por ejemplo, los elementos del conjun- 
to, representado en la fig. 1.1, son los puntos de la parte 
rayada del plano. 

Se llama unión de dos conjuntos, al conjunto compuesto 
de todos los elementos, que pertenecen, por lo menos, a uno 


Fig. 1.1. 


de estos conjuntos. La unión de los conjuntos Á y 5 se desig- 
na AU B. En la fig. 1.2 el conjunto A U 8 está indicado 
con un rayado doble. 

Un conjunto compuesto de todos los elementos que per- 
tenecen al mismo tiempo a dos conjuntos, se llama intersec- 


Fig. 1.3, Fig. 1.4. 


ción de estos conjuntos. La intersección de los conjuntos A 
y B se anota AM AB. En la fig. 4.3 el conjunto C:= 4 (8 
está representado con un rayado doble. 

Los conjuntos A y B' pueden ser tales que Su intersección 
será un conjunto vacío: A (M B = G (fig. 1.4). 

Las propiedades de las operaciones de unión e intersección 
son: 

4) conmutatividad: 

AUB=BU A, 

A4anbB=BJN A; 
2014717 
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2) asociatividad; 
(AU BU C 
ANBNE 
3) distributividad. 
AUBIACE=(A4NMCU(BNnO), 
(AN BJU C.=(4U CIN (BU'C). 


Se llama complemento del conjunto BM hasta el conjunto 
A, que contiene B, al conjunto de todos los elementos de A, 
que no pertenecen a 4. El complemento 
del conjunto B hasta el conjunto A se 
designa As B. En la fig. 1.5 el comple- 
mento AM B está representado con un 
rayado doble. 

Aclaremos el sentido de eslas defini- 
ciones con el siguiente ejemplo. Sea A el 
conjunto de todos los números naturalos, 
múltiplos de dos, y 23, el conjunto de to- 
dos los números naturales múltiplos de 
tres. La unión de estos conjuntos es el 
conjunto de tedos los números naturales múltiplos de 2 ú 
do 3, Su intersección es el conjunto de todos los números 
naturales múltiplos tanto de 2 como de 3, es decir, múlti- 
plos de 6, 

Sea ahora A ci conjunto de todos los números naturales 
múltiplos de 2 y B el conjunto de todos los números natura- 
les múltiplos de 6 (es decir, múltiplos tanto de 2 como de 
3). El conjunto 23 es un subconjunto del conjunto A. El con- 
junto de todos los números naturales múltiplos de 2, pero 
que no son múltiplos de 3, es el complemento del conjunto 
hasta el conjunto A. 

Observemos que las nociones de unidad e intersección 
dadas para el caso de dos conjuntos pueden ser válidas tam- 
hién para el caso de cualquier número finito de conjuntos. 

Pues bien, el conjunto compuesto de elementos, cada 
uno de los cunles pertenece, por lo "nenos, a uno de los con- 
juntos A;,, se llama unión del número finito de conjuntos 
Á;, y se escribo 


=AU(BU €), 
=A N (BN CC); 


nr 
U A. 
t=1 
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$ 2. Correspondencia entre los conjuntos 
y aplicación de los mismos 


2.1. Correspondencia y aplicación. A veces se puede de- 
mostrar la correspondencia entre dos conjuntos, es decir, se 
puede introducir una regla, según la cual a cada elemento de 
un conjunto se asigna un elemento definido o un conjunto 
de elementos de otro conjunto. Al mismo tiempo se admité 
que a ciertos elementos del primer conjunto les puede co- 
rresponder un conjunto vacío, 

Sobre la base del concepto de correspondencia entre con- 
juntos se introduce el concepto de aplicación de los conjun- 
tos. Al mismo tiempo se distinguen la aplicación «en» el 
conjunto y la aplicación del conjunto «sobre» el conjunto. 

La correspondencia, para la cual a cada elemento del 
conjunto A le corresponde el único elemento del conjunto B, 
sé llama aplicación del conjunto A en el conjunto B. 

La .correspondencia, para la cual a cada elemento del 
conjunto Á le corresponde el único elemento del conjunto B 
y, además, a cada elemento del conjunto B le corresponde, 
por lo menos, un elemento del conjunto A se llama aplicación 
del conjunto A «sobre» el conjunto B. | 

A las aplicaciones de conjuntos se les asignan las letras 
f, g, h, ... y se escribe 


/ g h 
A>8£L, A>B, A>¿8 


f:AS])>B, g: A=>8B, h: A=B, 


Si en la aplicación f al elemento a € A le corresponde 
el elemento hb € B, entonces al elemento d se le llama ¿magen 
del elemento a y al elemento a, preimagen del elemento b y 
se escribe 

b=f(a). 


El conjunto de todas las preimágenes del elemento hb se lMa- 
ma preimagen completa del mismo. En el caso de la aplica- 
ción del conjunto A «sobre» el conjunto B se escribe tam- 
bién | 

B =f(4). 
qa 
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2.2. Aplicación biunívoca. La aplicación del conjunto 
Á sobre el coujunto 1, para la cual a cada elemento del con- 
junto BB le corresponde el único elemento del conjunto A, 
se llama aplicación biunítoca del conjunto A sobre el conjun- 
to B. A la aplicación biunívoca entre los dos conjuntos la 
llaman también biyección. 

Sea que el conjunto Á se aplica hiunivocamente sobre el 
conjunto ¿: 


A5> B, 
es decir, a cada elemento 4 € A le corresponde el único 
elemento b del conjunto £ y a cada elemento b€ B le co- 
rresponde el único elemento a € A. La aplicación f-* que 
pone en la correspondencia a cada elemento b € B su prei- 
magen a € A, Ja llaman aplicación inversa a la aplicación f y 
se escribe 
BSAOft:B>A. 

Si f es una aplicación biunivoca, entonces la aplicación 
inversa f”? será una aplicación también biunivoca; la apli- 
cación inicial f será inversa a la aplicación f”!. 

2.3. Equivalencia de conjuntos. Si el conjunto A se aplica 
biunivocamente sobre el conjunto B, entonces los conjun- 
tos A y B se llaman equivalentes. La equivalencia de los 
conjuntos se escribe mediante el signo: 


AB 


(se Jee: A es equivalente a B). 

De los conjuntos equivalentes A y B se dice también que 
entre ellos está establecida una relación de equivalencia. 

La relación de equivalencia de los conjuntos tiene las 
propiedades siguientes: 

1) reflexividad: A— A (cualquier conjunto es equiva- 
lente a sí mismo): 

2) simetría: A Be<>B-= A (si el conjunto A es equí- 
valente al conjunto 4, entonces el conjunto B es equivalente 
al conjunto A, y a la inversa); 

3) transitividad: A By B- C= AC (si el conjun- 
to A es equivalente al conjunto B, y el conjunto B es equiva- 
lente al conjunto C, entonces y el conjunto A es equivalente 
al conjunto C). 
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2.4. Clasificación de conjuntos. Los conjuntos se dividen cn con- 
juntos finitos e infinitos. 

Un conjunto equivalente a un segmento de una serie natural*) 
se llama conjunto finito (el conjunto vacío también se considera como 
conjunto Íftnito). En otras palabras, el conjunto fisito (si no es vacio) 
es un conjunto, cuyos elementos se pueden «calcular» por un número 
finito de pasos. Si para cso damos un número natural cunlquiera desde 
1 hasta », de tal manera que todos los números desde la unidad hasta n 
sean utilizados y los distintos elementos del conjunto reciban estos 
números, entonces el número n indica la cantidad de elementos en el 
conjunto A dadn. 

La cantidad de elementos en el conjunto finito A se llamn poten- 
cla de éste. 

Para los conjuntos finitos es válido el teorema llamado teorema 
principal de los conjuntos finitos: 

Cualquier conjunto finito no es cquivalente a ninguno de sus 
propios subconjuntos. 

Del teorema citado más arriba, en particular, se deduce también 
que cada conjunto finito, no vacío, es equivalente a uno y sólo a uno 
de los segmentos de una serie natural. 

Un conjunto no finito se llama infinito. Como «patrón» para la 
comparación de los conjuntos infinitos se puede escuger el conjunto 
infinito más simple, el conjunto de todos los números naturales N. 
Con todo eso, para la comparación de conjuntos nuevamente utiliza- 
remos el concepto de la equivalencia de conjuntos. 

Si realizamos la comparación de cualesquiera conjuntos infinitos 
con el conjunto de todos los números naturales N, resulta que todos 
los conjuntos infinitos se dividen en dos clases: la clase de conjuntos 
equivalentes al conjunto de todos los números naturales (tales con- 
juntos se llaman numerables) y la clase de conjuntos no equivalentes 
al conjunto de los números naturales (tales conjuntos se llaman ¿nnu- 
merables). 

De esta manera, cl conjunto numerable es el conjunto infinito, 
cuyos elementos pueden «enumerarse» con ayuda del conjunto de núme- 
ros naturales, es decir, se puede indicar tal vía de numeración de ele- 
mentos del conjunto, para la cual cada elemento del conjunto reciba 
su único número. 

Los conjuntos numerables son, por ejemplo, el conjunto de todos 
los números naturales pares, el conjunto de todos los números enteros, 
el conjunto de todos los números racionales, ete. 

Los ejemplos citados más arriba de los distintos conjuntos nume- 
rables parecen ser, a primera vista, un poco extraños: es evidente que 
el conjunto de todos los números naturales pares es el subconjunto del 
conjunto de todos los números naturales y, al mismo tiempo, el con- 
junto de los números pares es equivalente al conjunta de los nitmerns 
naturales. Esta paradoja es imapinaria y surge porque estamos acos- 
tumbrados a considerar los conjuntos finitos, es decir, los conjuntos 


% El conjunto de todos los números naturales igualos o menos 
que cierto número natnral n se llama segmento de una serie natural y 


so designa )1, n[ 6 1,n 
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que se componen de un número finito de elementos, para los cuales la 
sustracción, por lo menos de un sólo elemento, produce la disminución 
de su número. De resultas de tal sustracción obtenemos un conjunto 
finito nuevo que ya no es equivalente al inicial, porque los conjuntos 
finitos son equivalentes sólo en el caso de igualdad del número de sus 
elementos. Todo lo contrario sucede con los conjuntos numerables. 
La sustracción de un conjunto numerable de un número finito (a veces 
incluso infinito) de elementos sigue dejando al conjunto par. 
Mostremos que el conjunto de todos los números naturales y el 
conjurito de todos los números naturales pares son equivalentes entre 


sí. Tracemos dos ejes numéri- 


0 / 7 3 cos paralelos Or y OY 
——_—_—_——___ rr dm (fig. 1.6), escogiendo los seg- 
/ / / *Y mentos de unidad y de escala 

? 7 7 de tal manera que el segmen- 

/ / / to de unidad del eje Oz sea 

/ / / dos veces más grande que el 


- segmento de unidad del eje 
00123456 7 Y 0%. El conjunto de números 
naturales vamos a represen- 

Fig. 1.6. tarlo mediante los puntos 

en los ejes numéricos Or y 


, O'z”. Pongumos en corres- 
pondencia al número 2 del eje numérico O'z', el número 41 del 


eje numérico Ox; al número 4 del eje numérico O'zx”, el número 2 del 
eje numérico Ox; al número 6, el número 3, etc. Con todo esto resulta 
que a cualquier número natural par le corresponde un único número 
natural y, a la inversa, cualquier número natural corresponde a un 
único número natural par, es decir, entre el conjunto de todos los 
números naturales pares y el conjunto de todas lo3 números naturales 
se establece una correspondencia biunívoca, y, por consiguiente, estos 
conjuntos son equivalentes. 

El ejemplo, recién citado, muestra que el conjunto de números 
naturales contiene un subconjunto propio equivalente a él (el conjunto 
de números pares). Tal propiedad de contener un subconjunto propio 
equivalente al mismo conjunto, la tienen todos los conjun*ns infinitos. 
La propiedad indicada puede tomarse como definición del conjunto 
infinito. 

Prapiedades de los conjuntos infinitos: 

1) Cualquicr subconjunto del conjunto numerable cs finito o nu- 

merablo. 

2) La suma de cuiulquier conjunto, finito o numerable, de los 

conjuntos numecrables es un conjunto numerable. 

3) Cualquier conjunto infinito contiene un subconjunto nume- 

rable. 

La última propiedad dice que entre los conjuntos infinitos los 
conjuntos numerables son «los más pequeños». 

Fxisten conjuntos infinitos que no son numerables; estos cor- 
juntos son innumerables. Observemos que esta «definición» del conjunto 
innumerable no puede considerarse suficientemente satisfactoria por 
la causa siguiente: introduciendo el concepto del conjunto infinito, 
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estábamos seguros de que por lo menos existe tal conjunto. Este con- 
junto es el conjunto de números naturales, Para «la definición» dada del 
conjunto innumerable ya tenemos que demostrar, en calidad de teo- 
rema, que existen tales conjuntos. Este teorema se enuncia del modo 
siguiente: , 

El conjunto de los números reales comprendidos entre 0 y 1 es 
innumerable. 

No vamos a demostrar este teorema fundamental de la teoría de 
conjuntos, pero observemos, que la demostración se basa en la repre- 
sentación de los números reales en forma de fracciones decimales 
infinitas. La esencia de la demostra- 


ción consiste en que, de cualquier M 
manera que numeremos los números JON 
situados entre el cero y Ja unidad, PO 
prilizando todos los números natura pp VN 
es, siempre se halla tal número real, HA A A/A] 
mayor que cero y menor que la uni- / 9 2, Plá PA e 
dad, que puede ser omitido. ' N 

Si un conjunto es equivalente al O ee , , 
conjunto de todos los números reales, 2 o 2 Y 
mayores que cero y menores que lu Fig. 4.7 


unidad, se dice que el primero tiene 
potencia' de continuo. 

El conjunto de todos los puntos de cualquier segmento de una 
recta, el conjunto de todos los puntos de la recta, el conjunto de todas 
las rectas en el plano, etc., sirven de ejemplo a los conjuntos equiva- 
lentes al de los números reales comprendidos entre ccro y la unidad, 
es decir, los que tienen potencia de contínuo. 

Es muy fácil observar que los ejemplos citados crean la misma 
situación «paradoja» que surge también en el caso de los conjuntos 
numerables, es decir, el conjunto de números que se encuentran entre 
0. y 1 resulta equivalente al conjunto de todos los números mayores 
que cero y menores, por ejemplo, que dos. En el caso de los conjuntos 
innumcrables «la paradoja» se explica de la misma manera que en el 
caso de los conjuntos numerables, por eso no vamos a examinarlo de- 
talladamente. Aquí mostraremos solamente la manera en que se puede 
demostrar la correspondencia biunívoca entre un conjunto de números 
mayores que cero y menores que la unidad, y entre el conjunto de 
números mayores que cero y menores que dos, y al mismo tiempo 
demostrar su equivalencia. Tracemos dos ejes paralelos numéricos 
Ox y 0'z', escogiendo en ellos segmentos de escala iguales (fig. 1.7). 
Ahora describamos el procedimiento que permite demostrar la corres- 
pondencia biunivoca entre los puntos pertenecientes al segmento [0; 1) 
del eje Ox y los puntos que pertenecen al segmento [0; 2] del eje O'z”. 
Tracemos a traves de los puntos O y O' y de los puntos t y 2, unas rec- 
tas que se intersecan en cierto punto M. Tomemos un punto cualquiera 
To E [0; 1] en el eje Ox y tracemos una recta que pase por los puntos 
M y zo. Esta recta se cruza con el eje O'x* en cierto punto z¿, el cual 
representa la imagen del punto x, para la aplicación del intervalo 
[0; 4] del eje Ox sobre el intervalo [0; 2] del ejo O'x”. Es evidente 
que tal punto zx; es el único punto de intersección, debido a lo cual las 
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rectas Mz, y O'z' no son paralelas. Y a la inversa, lomando un punto 
cualquiera x; € [0; 2] en el eje O'z' y trazando una recta que pase 
por el punto M y el punto z; que pertenece al eje 0'z”, obtendremos el 
único punto de intersección de la recta dada con el eje Oz, el cual 
designamos x,. El punto z, es la imagen del punto z; para la aplicación 
del conjunto (f0; ») del eje O'x” sobre el conjunto [0; 1] del eje Oz. 
De esta manera hemos demostrado la correspondencia biunívoca entre 
nuestros conjuntos y al mismo tiempo hemns demostrado su equiva- 
encia. 
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3.1. Concepto del conjunto ordenado. Introduciendo las 
operaciones con los conjuntos y clasificando Jos distintos 
conjuntos, no teníamos en cuenta que los conjuntos mismos 
pueden tener una estructura interior, propia a ellos, es de- 
cir, suponíamos que todos los elementos del conjunto son 
«iguales». Pero en matemática estos conjuntos «puros» re- 
sultan poco interesantes y más a menudo se estudian Jos 
conjuntos, entre cuyos elementos existen unas u otras rela- 
ciones. Una de Jas relaciones más importantes centre los 
elementos del conjunto es la relación de orden. Supongamos 
que Á es cierto conjunto. El conjunto A se llama conjunto 
ordenado, si para cualesquiera de sus dos elementos a y b 
existe una de Jas siguientes relaciones de orden: 

bien a< bh (a no supera a bd), 

o bien b< a (b no supera a a), 
que tienen las propiedades siguientes: 

1) reflexividad: cualquier elemento no se supera a sí 
mismo; 

2) antisimetría: si a no supera a h y b no supera a a, 
entonces los elementos a y b coinciden; 

3) transitividad: si a no supera a b y b no supera a c, 
entonces a no supera a Cc. 

Hemos considerado al conjunto vacío como ordenado. 

Dos conjuntos compuestos de unos mismos elementos, 
pero con distintas relaciones de orden, se consideran conjun- 
tos ordenados diferentes; por eso, para la representación del 
conjunto ordenado a través de sus elementos es necesario 
también representar su orden, es decir, indicar la regla, 
conforme a la cual respecto a cualquier par de elementos a,b 
se puede decir, cual de los elementos del par dado no supera 
a tal elemento, con el cumplimiento posterior de las propic- 
dades 1)—-3). 
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Observemos, que el mismo conjunto se puede ordenar 
por los distintos procedimientos, obleniendo al mismo 
tiempo distintos conjuntos ordenados. Por ejemplo, exa- 
minemos un conjunto, Jos elementos del cual son distintos 
polígonos convexos: un triángulo, cuadrilátero, pentágono, 
hexágono, etc. Un procedimiento de la formación de un 
conjunto ordenado a partir del conjunto desordenado dado 
consiste en que como primer elemento del conjunto ordenado 
tomamos el triángulo; como segundo, el cuadrilátero; como 
tercero, el pentágono, etc., es decir, disponemos el conjunto 
on orden de crecimiento del númoro de ángulos interiores de 
los polígonos. El otro procedimiento de ordenación del 
conjunto de polígonos puede ser su enumeración en el orden 
de crecimiento de sus árcas, es decir, como primero toma- 
mos el polígono con un área más pequeña, como segundo, 
un poligono con un area que no supera la de los demás, menos 
el elegido, etc. 

Los conjuntos ordenados (finitos o numerables) se escri- 
ben muy a menudo situando sus elementos según el orden 
dado entre paréntesis. Por ejemplo, las inscripciones 


(1; 2; 3) y (2: 1; 3) (1) 


representan distintos conjuntos ordenados, los cuales se 
puede obtener del mismo conjunto (1; 2; 33, ordenándolo 
mediante los dos distintos procedimientos. Para escribir 
un conjunto numerable ordenado en forma análoga a la 
(1), es necesario indicar el primer elemento del conjunto 
ordenado y señalar el orden (la regla) de la posición de Jos 
elementos sucesivos, 

3.2. Reordenaciones. Sea dado cierto conjunto finito A 
compuesto de n elementos distintos: 


Á=(8¡3 Gg; Mai... 5 Qp)- 
Formemos de los elementos de) conjunto A conjuntos 
ordenados. Tomemos como primer conjunto ordenado uno, 


cuya totalidad de elementos está dispuesta cn orden de 
crecimiento de sus números: 


(24; A», Aa, . . “> ar e 


El segundo conjunto ordenado se puede formar cambian- 
do de sitios los elementos a, y 4, y dejando todos los demás 
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elementos del primer conjunto en sus sitios: 
(2,5 41) Ggj ... Ap). 


Cambiando de sitio los elementos a, y az y dejando en 
sus sitios todos los demás elementos, en el primer conjunto 
ordenado, obtenemos un conjunto ordenado que se distingue 
tanto del primer, como también del segundo conjunto orde- 
nado. Análogamente a los elementos del conjunto Á se 
pueden construir también otros conjuntos ordenados. 

Los conjuntos finitos ordenados de toda clase que con- 
tienen r elementos distintos, los cuales se puede obtener 
de cierto conjunto desordenado, compuesto de nr elementos 
distintos, se llaman reordenaciones de n elementos. 

De tal manera, la reordenación no es otra cosa que el 
procedimiento de ordenación de elementos de cierto conjun- 
to finito. Al mismo tiempo, dos reordenaciones distintas 
cualesquiera representan por sí mismas dos procedimientos 
distintos de formación de un conjunto ordenado (del con- 
junto desordenado dado). 

Surge el problema de cuántos conjuntos ordenados distin- 
tos se pueden formar del conjunto finito A dado que contie- 
ne n elementos distintos, es decir, a qué es igual el número 
de reordenaciones de los elementos del conjunto 


A=(4,; Ga; Ggj ...3 Ap). 


Cualquier conjunto ordenado, obtenido del conjunto A, 
se puede representar condicionalmente en la forma de: 


(E; los . . .9 En ... .> in), 
donde cada uno de los elementos ¿, es uno de los elementos 
Ci, Lo, Egy » - -, Cn; al mismo tiempo ninguno de los ele- 


mentos 4,, 43, . . », Gh Se encuentra más de una sola vez. 
Como i, se puede tomar cualquiera de los elementos a,, 
Ca, Ag «+ .«,) On lo que proporciona posibilidades distintas. 
Ahora, cuando ya hemos eligido ¿,, como ¿, se puede tomar 
cualquiera de los n — 1 de elementos restantes del conjunto 
A, es decir, el número de procedimientos distintos de elec- 
ción de los elementos 1,, ¿, será igual a (n — 1).n. Conti- 
nuando el proceso indicado, de resultas obtendremos 'que el 
último elemento restante ¿, puede ser eligido sólo mediante 
un procedimiento, 
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El número P, de reordenaciones de n elementos es igual 
al producto de los rn números naturales sucesivos, comenzan- 
do por la unidad. Este producto tiene una denominación 
especial n (se lce: n factorial). De tal manera, 


P,. =1-2-3 ...(n—41).n = nm! 


Para el conjunto vacío se acuerda lo siguiente: el con- 
junto vacío se puede ordenar sólo mediante un procedi- 
miento; par eso se considera que 


Si en la reordenación dada cambiamos de sitios dos elementos 
cualesquiera, el resto de los elementos los dejaremos en sus sitios, 
entonces se obtícne una reordenación nueva. 

Tal transformación de reordenación se denomina transposición. 

Todas nl reordenaciones de 2 elementos se pueden ordenar en tal 
ordon que cada reordenación siguiente se obtenga de la precedente 
mediante nna solu transposición; al mismo tiempo, en culidad de 
reordenación iniciul, se puede eligir cualquiera de las nl reordenacio- 
nes. En particular, de cualquier reordenación de rn elementos se puede 
pasar a cualquiera otra reordenación de estos mismos elementos me- 
diante algunas transposiciones. 

La reordenación (31) ly; . . .; in) se llama par, si se obtiene de la 
reordenación (a,; de; .. .; 4,) mediante un número par de transpo- 
siciones e impar en el caso contrario. 

Ejemplo. Seca A = (1; 2; 3; 4). Según la definición, la reorde- 
nación (1; 2; 3; E es par. La reordenación (4; 2; 1; 3) es par tam- 
bién, por lo que ella puede sor obtenida de la reordenación (1; 2, 3; 4) 
mediante un número par de transposicioncs: cambiamos de sitios en 
la reordenación (4; 2; 1; 3) el primer y el cuarto elementos: 


Le 
(44231: )>(3; 2; 1; 4); 
An > 


én la reordenación obtenida cambiamos de sitios el primer y tercer 
elementos: 


«“<— —» 
(3324, 4 — (4; 2; 3; 4). 
zz — 


De tal manera, la reordenación dada se transforma cn la inicial 
como resultado de dos transposiciones y, por consiguiente, es par. Por 
analogía pudemos convencernos de que la reordenación (4; 4; 2; 3) 
es impar, élla se transforma en la reordenación (1; 2; 3; 4) después 
de tros transposicinnes: 


£— — *— 
(45 13 27 3) > (114423) => (132 43) >(1; 2,3; 4), 
—> — —> 
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Cualquier transposición cambia la paridad de la reordenación: 
el núraero de reordenaciones pares de n elementos (n > 2) es igual a un 
número impar, es decir, es igual a n!/2. 

3.3. Sustituciones. Sea que A cs un conjunto finito, compuesto 
de a elementos distintos. Para mayor simplicidad consideremos que 
éstos son los primeros n números naturales, es decir, 


A=11 2,3; ...; am). 
Cualquier aplicación biunívoca F del conjunto A sobre sí se denomina 


sustitución de poleucía a, 
Para denominar la sustitución F se usa la inscripción 


a bz la ig «.» o) 
Fly ka ka ... kn)? (2) 
donde (is dei dai - 3 ¿ndo (ey - - -5 kn) son las dos reordenaciones 


de n elementos del conjunto A (k,, ka, kg, - - «+ kn son las imágenes 
de los elementos i,, is, lar + - ., ip para la aplicación F). 

La misma sustitución puede ser escrita de distintas maneras. 
Puos bien, la sustitución (2) también puede ser escrita en forma de 


Cr ¿E a oo Ín 0 Go in-1 ... la le Ey ) 
ko hey k. ... Kn Kn ka-1 Lo. Ka k, k, 


En particular, cualquier sustitución de potencia a puede ser escrita 
cn lá forma siguiente: 
P=(; 23... R ), 


lada da... ln 


es decir, en el orden de crecimiento de los números naturales en la 

línea superior. Para tal inscripción las distintas sustituciones se dis- 

tinguen la una de la otra por las reordenaciones que se encuentran en 

la línea inferior y por eso el número de sustituciones de la potencía n 

es igual al de reordenaciones de n elementos, es decir, es igual a nl. 
La sustitución 


¡t23...n 
Ear) 


se lama sustitución idéntica de la potencia n. 
Examinemos ahora una sustitución arbitraria de la potencia n: 


F . (y és ég ...o in ) 
k; k, Kky ..o Kn . 
Las reordenaciones de » elementos que forman las líneas superior 
e inferior de la sustitución F, o tienen paridades iguales (es decir, 
ambas son pares, o tmpares) e tienen paridades contrarias (es «decir, 
una es par, y la otra, impar), al mismo tiempo, la coincidencia o no 


coincidencia de pa.idades de las reordenaciones no depende de la 
manera de escribir la sustitución dada, 
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Si las paridades de las líneas superior e inferior de la sustitución P 
coinciden, entonces la sustitución se lama par; si som opuestas, Ja 
sustitución se llama impar. 

El número de sustituciones pares de la potencia » es igual al de 
sustituciones impares, es decir, es igual a n!/2. 

Multiplicación de sustituciones. Según la definición, la sustitución 
de la potencia n es la aplicación biunivoca F£ del conjunto finito de » 
elementos distintos sobre sí. La realización sucesiva de las dos susti- 
tuciones de ¿a potencia 1 nuevamente es la aplicación biunivocu del 
conjunto A sobre sí y provoca una tercera sustitución, en sumo grado 
definida, de la potencia »r que se llama producto de la primera de las 
sustituciones dadas sobre la segunda. 

Se sabe también que cl producto de dos sustituciones dadas F y G 
se obtiene como resultado de la multiplicación de la sustitución F 
por la sustitución G. 

Sean dadas dos sustituciones de cuarta potencia 


Plásza)o C=lí252): 


El producto de las sustituciones F y G es la sustilución 
1, (1234 
rela): 


Efectivamente, en la sustitución F el simbolo 1 pasa al 4, y en la 
sustitución G el símbolo 4 pasa al 2, por eso para la aplicación FG 
el símbolo 1 pasa al 2, etc. 

La multiplicación de las sustituciones está definida sólo para las 
sustituciones de igual potencia y tiene las propiedades siguientes: 

1) La multiplicación de las sustituciones de la potencia n para 
n 3 no es conmutativa, es decir, la sustitución PG no siempre es 
igual a la sustitución GF. 

2) La multiplicación de las sustituciones cs asociativa, es decir, 
F (GH) = (FG) H; por eso podemos hablar del producto de cualquier 
número finito de sustituciones de la potencia +». 

3) El producto de cualquier sustitución F por una sustitución 
idéntica £, así como el producto de E por F es igual a F: 


EF = FE =F. 


Se denomina sustitución inversa a la sustitución de la n-ésima 
potencia de F tal sustitución de la n-ésima potencia de G para la cual 


FG = GF —= E. 


La sustitución, inversa a la sustitución F, se escribe por lo común 7-1; 
así pues 


FPPA == PAF ZE, 
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La sustitución obtenida de F mediante el cambio de sitios de líneas 


A ei a) 


AM iz is e... iq 


es una sustitución inversa a la sustitución 


Pa ( i, da lao la) 
Kx Kg Kg ..- Kn 


3.4. Variaciones. Sea que cierto conjunto finito A, es- 
tá compuesto de n elementos distintos. Elijamos de cierta 
manera de entre estos n clementos, m elementos distintos 
y compongamos de ellos distintos conjuntos ordenados. 

Las variaciones de n elementos a m elementos en cada 
una se Haman subconjuntos ordenados finitos que contie- 
nen m elementos cada uno, eligidos de n elementos del 
conjunto principal. El número de variaciones posibles de n 
elementos a razón de m elementos en cada una se denomi- 
na Añ. 

Es muy fácil convoncerse de que 


AL =n, 


es decir, un elemento de n se puede elegir mediante n proce- 
dimientos, y de un elemento se puede formar sólo un con- 
junto ordenado. 

Hallemos a que es igual el número de variaciones de n 
elementos a razón de m elementos en cada una, Para distri- 
buir m + 41 elementos, tomados de n elementos por m + 1 
sitios, se pueden eligir primero m elementos y distribuirlos 
por las m posiciones primeras. Esto se puede efectuar me- 
diante AR procedimientos. Para cada elección de m elementos 
de rn quedan «libres» 1 — m elementos, cualquiera de los 
cuales se puede poner en la posición (m + 1) libre. De 
esta manera, de cada Af ocupaciones de las m posiciones 
primeras obtendremos rn — m ocupaciones posibles de la 
(m + 4)-ésima posición. Por consiguiente, el número de 
variaciones tomadas por m +4 elementos, e€ligidos de 
entre los n elementos dados se relaciona con el número de 
variaciones de ñ elementos por m mediante la igualdad 


2 =(n—m) Aj. 
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Toniendo en cuenta que AZ = n, oscribimos sucesiva- 
mento 


Al =n, 
A, =n(n—1), 
Ar, =n (n—1) (1—2), 


PFCCOo o o.U£U. £X.L.A._.0|q+..e9.UO -+€20qxq£uneR6RORXO.oA. 0 . 


AR =n(n—1)(n—2) ... (n--m+ 1). 


La última igualdad se puede escribir en una forma más 
cómoda: 


qm n] 


2 a—m)!" 


Para m =0 obtenemos Az = 1, es decir, de cualquier 
conjunto se puede extracr un conjunto vacío mediante un 
único procedimiento, el cual, según la definición, sc puede 
ordonar mediante un único procedimiento. 

El número de variaciones y el número de reordenacioneos 
se relacionan por medio de ta fórmula 


n =P,=n! 


3.5. Combinaciones. Los conjuntos desordenados finitos 
que contienon m clementos distintos, cligidos de entre n ele- 
mentos del conjunto dado se llaman combinaciones de » 
elementos por m. El número de combinaciones de » elementos 


por m elementos se designa Ch o (E) . 

Hallemos a que es igual el número de combinaciones de n 
elementos por m. Debido a da definición de variaciones del 
conjunto dado que contiene rn elementos se pucden formar 
Av diferentes conjuntos ordenados que contienen m elemen- 
tos distintos. Del conjunto que contiene m elementos dife- 
rentes se pueden formar P, distintos conjuntos ordenudos, 
por eso el número C% de distintos conjuntos desordenados, 
que contienen m clementos distintos cada uno, cligidos de 
entre n elementos, será calculado según la fórmula 


Añ 
Pm * 


ca = 
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Utilizando ta fórmula para el cálculo del número de reor- 
denaciones P,, y del número de variaciones AT, obtendremos 


mo nl 
n mi (an —m) * 


Para el número de combinaciones son válidas las igualdados 


Cm = cam, 
ma pm rms (3) 
Crta =— Ch + Ca , 


y también 
COLOCO... OR CR =2, 


La última propiedad se formula a veces en forma del 
teorema siguiente sobre los conjuntos finitos: 

Él número total de subconjuntos de un conjunto, com- 
puesto de n elementos, es igual a 2”. 

Citemos aquí una labla de valores Cf para n= 10 
y m<Á n. Esta tabla sc lama triángulo de Pascal. Ánote- 


Tabla 1 
m 

0 1 2 3 4 5 6 Y 8 9 10 
Nn 
0 4 
1 1 1 
2 1 2 1 
3 1 3 3 1 
4 1 4 6 4 1 
0 1 5 10 10 5 1 
6 1 6 15 20 15 8 1 
7 1 7 121 35 | 35 | 21 7 1 
8 1 g | 28 561 70 | 56 | 283 8 1 
9 1 9 136 34 | 126 ¡126 ¡| 84 | 236 9 4 
10 1 10 | 45 120 | 210 |252 |210 [120 [| 45 | 10 | 1 


mos que la segunda de las fórmulas (3) permite seguir com- 
pletando sucesivamente las líneas del triángulo de Pascal, 
utilizando el hecho de que al principio y al final de cada 
línea se encuentran unidades. Calculemos, por ejemplo, 
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3, No citado en la tabla: 
Ci —= Cio + Cro = 120 + 210 = 330. 


3.6. Binomio de Newton. La potencia natural de la suma 
de dos variables se calcula según la fórmula 


E E E TA E ES A 


que se llama binomio de Newton. Los coclicientes CF que 
son iguales al número de combinaciones de » elementos 
por m se llaman coeficientes binomiales. 

Propiedades de los coeficientes binomiales: 

1) El número de los coeficientes binomiales (y, por 
consiguiente, el número de sumandos en el desarrollo de 
la potencia binomial) es igual a n +4 1. 

2) Los coeficientes de los términos equidistantes del 
principio y del final del binomio son iguales entre sí (pues- 
to que Ch =C7" 

3) La suma de los coeficientes binomiales es igual a 2”, 

4) La suma de los coeficientes binomiales que se encuen- 
tran en los lugares impares es igual a la suma de los coefi- 
cientes «que se encuentran en los lugares pares. 

La potencia natural de diferencia de dos variables se 
calcula por una fórmula, análoga al binomio de Newton: 


(a—dby =Cija"—Cia "be... 
o. Fl APEC NTPML ii) E RD 


$ 4. Método de inducción matemática 


Muchas afirmaciones matemáticas se demuestran por el 
método de inducción matemática, el cual se basa en el prin- 
cipio de la inducción matemática: 

Supongamos que A (4) es cierta afirmación que tiene 
sentido para los números naturales 2. Y sea que esta aft- 
mación es auténtica para n= 3. Entoneos, si de la aulen- 
ticidad de esta afirmación para n == de (fe 0s cualquier núme 
ro natural mayor que una) se desprende la autenticidad de 
la afirmación para A = k -E 4d, la afirmación A (2) es autén- 
tica para cualquier número natural », 

La demostración 1ediante el metodo de la inducción 
matemática consiste en lo siguiente: 


3-01477 
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1) se demuestra que la afirmación A (1) es auténtica; 

2) Se presupone que la afirmación A (+) es auténtica 
para n == k y se demuestra su equidad para n =k +1 

Después, sobre la base del principio de la inducción 
matemática, se deduce que la afirmación A (n) es auténtica 
para cualquier » natural, 

Como ilustración de la aplicación del método de la 
inducción matemática demostremos que para cualquier 
número natural 2 y cualquier número real a > —1 tiene 
lugar una desigualdad que se llama desigualdad de Bernoulli: 


(1 4aP>1 +an. (1) 


Si n = 41, entonces es evidente que la desigualdad (1) 
es cierta 
(1 4- a >1 +, 
Supongamos que la desigualdad (1) cs válida para 
n= de 


(1-0 >1 + ak. 


Multípliquemos ambos miembros de la última desigual- 
dad por el número positivo 1 +4 a; de resultas obtenemos 


(1 4 a "> 41 + ak +44 ek, (2) 
Omitiendo el último sumando en el miembro segundo 


de la desigualdad (2), disminuimos el miembro segundo de 
esta desigualdad, y por eso 


(1 + ay!>4 +a(k + 1). 


El resultado obtenido muestra que la desigualdad (1) 
cs válida también para n =k + 1, 

Flemos efectuado ambas partes de la demostración por 
ol método de la inducción matemática y, por consiguiento, 
la desigualdad (1) es válida para cualquier nr natural. 

llustremos Ja aplicación del método de inducción mate- 
mática, examinando una propiedad de los números que 
forman la sucesión de Fibonacci. La sucesión de los núme- 
v0S Fo Fr, Fo... Fans - - -, donde Fy =0, F, = 1 y cada 
término siguiente es la suma de los dos antecedentes se 
ama la sucesión de Fibonacci, es decir, la sucesión indicada 
tiene la forma de O, 4, 1, 2, 3, ÚS, o. 

La sucesión citada presenta la solución del problema 
que primeramente propuso en el año 1202 Leonardo Fibo- 
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nacci y se formulaba de la mancra siguiente: «¿Cuántos 
pares de conejos da una pareja durante un año? Al mismo 
tiempo se presupone que cada par da un par de conejos 
cada mes, cada nuevo pau puede dar conejitos a la edad de 
un mes y, además, estos conejos no se mueren nunca», _ 

Demostremos que si designamos el número (1 + Y 5)/2 
por medio de Q*), entonces 


Fa E 0%! (3) 
para todos n naturales. 
Si n =41, entonces F, = 1 = 0%, es decir, se cumple 
una desigualdad no rigurosa (3). 


Supongamos que para cualquier k > 1 natural se cum- 
plen las desigualdades 


PASO, FASO, ..., FS, 


Demostremos que entonces la desigualdad (3) es válida 
también para n = Ak + l. 

Realmente, Fiyi = Fay + Dj < 0-2 4. DA=L => 
= Q*- (1 + 0). 

Obsorvando que 1 -+ Dd = (b?, dofinitivamente obtone- 
mos 


Fr, <S DD = QA, 


De esta mancra, de la presuposición de que la desigual- 
dad (3) es válida para n = k se desprende que la misma es 
válida también para n =k +. 

Están efectuadas ambas partes de la demostración por 
el método de la inducción matemática y, por consiguiente, 
dicha afirmación es vélida para cualquier rn natural. 

Mediante el método de la inducción imatemálica se puede 
demostrar también que son válidos todos n naturales de 
Jas relaciones siguientes: 

1) Pr+1> D”>*; 

Pri Pna — Fi (4)% 

*) Al número 0 lo llaman relación de un extremal y un medio, puesto 
que se define por medio de la condición: si DP == A : B, entonces 
A :B =(4 4 B): A. Son conocidas también otras denominaciones 
de éste número: proporción divina, proporción justa. La misma designa- 
ción Q procede de la primera letra del nombre del escultor griego 


Fidias, el cual utilizaba frecuentemente la proporción justa en las 
propurciones de sus esculturas. 


ye 
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3) Prurm= Fui + Ema: Fn para cualquier m na- 
tural. 

Jón una serie de casos puede suceder que la afirmación 
A (n) para ciertos valores naturales n << m (m es un número 
natural fijo) sea falsa o no tenga ningún sentido. Por otra 
parte, en una serie de casos resulta posible demostrar que 
ciería afirmación A (7) es cierta no sólo para los valores 
nalarales », sino también para ciertos valores negativos nr. 
En estos casos se usa la generalización siguiente del principio 
de la inducción matemática: 

Si la afirmación A (4), en la cual 2 es un número entero, 
es cierta para n == 1m y si de la veracidad de esta afirma- 
ción para el búmero 2 = k, donde £ es cualquier número 
entero mayor o igual a m, se desprende que ella es cierta 
para el número siguiente n = k +4- 1, entonces la atirma- 
ción A (n) será cierta también para cualquier valor ente- 
TO N=>M. 


$ 5. Conjuntos con operaciones binarias 


5.1, Operaciones binarias en los conjuntos. Para los númncros 
enteros están delinidas las operaciones de adición y multiplicación. 
Operaciones unálogas se pueden introducir tumbién en conjuntos con 
elementos de naturaleza arbitraria. 

Sea-A cierto conjunto finito o infinito con los elementos 


ay bed, ... 


La aplicación del conjunto A en sí, la cual a cada par de ele- 
mentos e, db del conjunto A asigna respectivamente cierto tercer ele- 
mento (la imagen de los elementos e y b) del mismo conjunto Á, Se 
lama operación binaria (o simplemente operación). 

En algunos casos a la operación binaria la llaman multiplicación, 
y a la imugen de los elementos e y b la llaman producto de ésta y la 
designan ab o a-b. El producto puede depender del orden de la sucesión 
de factores, es decir, no es obligatorio que a-b = b-a. 

En otros casos a la operación binaria la llaman adición; a la ima- 
gen de clementos a y 6 la Haman suma y la designan a + db. La suma 
de elementos e y b puede depender también del orden de la sucesión 
de semandos, es decir, no es obligatorio que e -+ b =b +Ñ e. 

El producto de tres elementos e, b, c € A se puede hacer mediante 
does procedimientos distintos: 

(ab)o y asl(be). +. 


Si al misimo tiempo (ab) e == a (dc), “56 dice que la operación 
binaria es asociativa. 
El clemento ¿€ A cs Lal que 


ex = e = X£ 
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para cualquier z € A se llama elemento unidad del conjunto A respecto 
a la operación binaria elegida. (Cuando la operación binaria es una 
adición, entonces el elemento unidad se designa con el simbolo 0 
y se llama elemento nulo.) 
5.2. Isomorfismo de eonjuntos. Sean dados dos conjuntos A y A” 
cada uno de ellos está definido por una operación binaria. Los con- 
untos A y A” se llaman ¿somorfos, si entre los elementos de estos con- 
juntos se puede demostrar la aplicación biunivoca f que conserva la 
operación binaria, es decir: 

Si los elementos a” y b” del conjunto A” son las imágenes de los 
elementos ae y b del conjunto A para la aplicación f, entonces a'b' 
es la imagen del elemento ab. 

Por ejemplo, examinemos dos conjuntos de números naturales: 
el conjunto de todos los números pares y el conjunto de todos los núme- 
ros múltiples al número S. La suma de dos números pares cualesquiera 
es un número par, y la suma de dos números cualesquiera múltiplos 
de 5 es un número múltiplo de cinco. Asignemos al número par 2n 
el número 5n (n € N). Esta correspondencia entre el conjunto de todos 
los números pares y el conjunto de todos los números múltiplos de 5 
es la aplicación hiunívoca que posee todas las propiedades enumeradas 
más arriba y, por consiguiente, los conjuntos dados son isomorfos 
respecto a la operación de adición. 

Los conjuntos isomorfos con las operaciones binarias pueden dife- 
renciarse uno del otro tanto por la naturaleza de sus elementos, como 
también por el nombre de la operación binaria. 

Por ejemplo, examinemos dos conjuntos de números: el conjunto- 
de todos los números reales R y el conjunto de todos los números rea- 
los positivos Ry. Asignemos al número positivo e € Ry su logaritmo 
natural ln e. El conjunto de los logaritmos naturales de todos los 
números reales positivos forma el conjunto de todos los números 
reales R. De acuerdo con las propiedades de la función logarítmica, la 
correspondencia demostrada es la aplicación biunívoca del conjunto 
de los números reales positivos R, sobre el conjunto de todos los 
números reales R. 

La igualdad 

In (a-b) = Ina +1Inb, 
donde a, >€ Ry, muestra que el conjunto de números reales positivos 
con la operación de multiplicación es isomorfo al conjunto de todos 
los números reales con la operación de adición. 

Anotemos que los conjuntos isomoríos son indistinguibles desde 
el punto de vista de las propiedades de las operaciones: todo lo que 
puede ser demostrado para un conjunto con cierta operación binaria, 
sobre la base de las propiedades de esta operación, pero sin la utiliza- 
ción de la naturaleza de los elementos del conjunto, se traslada uuto- 
máticamente a todos los conjuntos isomnrfos. De tal manera el con- 
cepto de isomorfismo permite abstraerse de la naturaleza de los ele- 
mentos de los conjuntos, prestando mayor atención al estudio de las 
propias operaciones binarias. 

3.3. Grupos. Un conjunto no vacío G = fa; b; c; ...) se llama 
grupo, si en él está definida la operación binaria (la cual suele lla- 
marse multiplicación), pues bien 


38 Elementos de la teoría de conjuntos Cap. 1. 


1) la operación binaria en el conjunto G es asociativa, es decir, 
a (bc) = (ad) e; 


E el conjunto G contiene tal elemento e que para cada elemento 
a € 


ea = €; 


el elemento e se llama unidad tzquierda; 
3) para cada elemento a € G en el conjunto G existe tal elomen- 
to b que 
ba = e, 


cl elemento ) se llama elemento inverso izquierdo y se designa a”!: 
arla = e. 


La operación en el grupo G no debe ser obligatoriamente conmu- 
tativa. Si es conmutativa, entonces el grupo G se llama conmutativo 
(o abeliano). 

De la definición del grupo se deducen sus propiedades más simples: 

1) Cada grupo G tiene una sola unidad izquierda y una sola uni- 
dad derecha y estas unidades son iguales: 


ea = al == a 


2) Cada elemento del grupo G tieno un solo clomento inverso 
izquierdo y un solo clemento inverso derecho y estos elementos son 
iguales: 


arta = eat? = l, 


De la última propicdad se deducen las reglas llamadas leyes de 
abrevteción: para tres elementos cualesquiera a, bh, e del grupo G 
de ca = eb, así como también de ac = be, se desprende que a = bh, 

Si el grupo G se compone de un número finito de elementos, 
entonces este grupo se llama grupo finito y la cantidad de elementos 
en éste -grupo se llama orden del grupo; en caso contrario el grupo se 
llama :infintto. El grupo infinito puede ser numerable e innumerable. 

Si a la Operación binaria de grupo la llaman multiplicación 
(lo que 'aceptamos más arriba), entonces el grupo se llama también 
multipiicativo..Si a la operación de grupo la llaman adición, entonces 
el gru o' se:llama adíttvo. En este caso, en vez de la unidad del grupo 
se habla del cero deL grupo y lo designan con el símbolo 0; al elemento, 
inverso. al elemento: a,:lo llaman opuesto y lo designan — a. 

Ejemplos. 1:Elconjunto de todos los números enteros forma un 
grupo de operáción.de adición, es decir, un grupo aditivo de números 
enteros.” Este .'grupo “essábeliano debido a la conmutatividad de la 
operación de adición de los números enteros. El número cero desem- 
peña aquí un papel de unidad. 

Los conjuntos de números racionales, reales y complejos de la 
operación de adición también forman grupos aditivos abelianos. 

2. El conjunto de 'todos los números reales positivos de la multi- 
plicación forma un grupo abeliano. 
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3. En el p. 3.3 ya hemos introducido el concepto de suslitucion:s 
do n-ésima potencia, es decir, las aplicaciones del conjunto de » elo- 
mentos diferentes sobre sí. Todas las sustituciones de »-Ósima potencia 
con la multiplicación definida de sustituciones en calidad de la ope- 
ración de grupo forman un grupo no conmutativo, Esto es muy fácil 
de demostrar, verificando el cumplimiento de las propiedades 1)--3) 
que definen el grupo: el producto de las sustituciones será de nuevo 
una sustitución: el papel de unidad lo desempeña una sustitución 
idéntica; para cualquier sustitución de n-ésima potencia existe una 
sustitución inversa; la multiplicación de las sustituciones es asocia- 
tiva. En el ejemplo de sustituciones de cuarta potencia podemos con- 
vencernos de que la multiplicación de sustituciones no rs conmutativa. 
Sean a y b dos sustituciones de cuarta potencia: 


=(3443) (424) 
“to 443)> 3124): 
Entonces 


al342)> elazs o): 


Comparando las sustituciones ab y ba, es muy fácil ver que ab x= ba, 
es decir, la multiplicación de sustituciones no es conmutativa. 

El grupo de sustituciones de n-ésima potencia se llama ¿grupo 
simétrico de la potencia n. Es el grupa finito del ordun n! y se desig- 
na S,. 

3.4. Anillos. El conjunto R' se llama anillo, si están definidas en 
él la adición y multiplicación que satisfacen las condiciones: 

1) el conjunto R es un grupo conmutativo por adición, cs decir, 


atb=bt+a, a+rb+0oO=(+b04+c, 
a+0=z, a + (—a) = 0; 
2) para cualesquiera a, b,cER 
a (bc) = (ab) c; 


3) la adición y multiplicación se relacionan por medio de las 
leyes de distributividad: 


atb+e=ab+ac  d(b-= ca = ba -; ca, 


El conjunto R se llama anillo conmutativo, si a estas condiciones 
le añadimos la de conmutatividad de multiplicación. 
El anillo que contiene un clemento e (unidad mutiplicaliva) en 
el cual 
el = q 


para todas a € R se llama anillo con unidad. Si R es un anillo con 
unidad puede suceder que el elemento dado a del anillo R puede tener 
o no el elemento inverso multiplicativo a-!. 

Ejemplos. 1. El conjunto de todos los números enteros, conjunto 
de todos, os números reales, conjunto de todos los números complejos 
son anillos. 
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2. El conjunto de números enteros pares es un anillo sin unidad, 
pero el conjunto de números impares no es un anillo, puesto que la 
suma de dos números impares es un número par (no cerrado respecto 
a la operación de adición). 

5.9. Campos. Un anillo con unidad, compuesto no sólo de un 
cero, y el cual para cada elemento a suyo, diferente de cero, contiene 
también su elemento inverso multiplicativo ai, se llama campo. 

Ahora, sabiendo las definiciones de los conceptos de anillo y de 
campo, aclaremos como desde el punto de vista de estos conceptos 
se clasifican los conjuntos numéricos más frecuentes. 

EJ conjunto de todos los números naturales con operaciones bina- 
rias de adición y de multiplicación definidas en él no es ni un anillo, 
ni un campo. 

El conjunto de todos los números enteros es un anillo conmutativo 
con unidad. 

El conjunto de todos los números racionales, obtenido mediante 
la extensión del conjunto de números enteros y asociación al conjunto 
de los cocientes de la división de dos números enteros cualesquiera 
entre si (a excepción de la división entre cero), es un campo. 

El conjunto de todos los números reales, obtenido mediante la 
extensión del conjunto de números racionales y asociación al conjunto 
de elementos nuevos, números irracionales, también es un campo. 

El conjunto de números complejos que forman un campo repre- 
senta de sí una extensión del campo de números reales, obtenida me- 
diante la asociación al campo de los números reales de la raiz de la 
ecuación 

a +40. 

Observemos que de todos los campos numéricos, el campo de 
números racionales es «el más pequeño», puesto que no existen campos 
numéricos que se distingan del de números racionales y que se encuen- 
tren enteramente en este campo, y, además, el campo de los números 
racionales se halla en cualquicr campo númerico. 


S 6. Matrices. Determinantes 


La tabla rectangular 
411 Q12 413 --- Gin 
421 22 93 + .- €qn (1) 


si Usa 133 +-- Údgn 


compuesta por n+s números, se llama matriz de s filas y de n columnas 
o matriz de dimensión $ X n, y también s X n — matriz. 

Los números aj; (¿=1,2,...,s: j=4,2,..., n) se llaman 
elementos de la matriz; el primer índice 1 del elemento de la matriz 
índica el número de fila, en la cual se encuentra el elemento, y el 
segundo índice j indica el número correspondiente de la columna. 

La matriz (1) puede designarse también 


Hasz!l (i=1, 2, ..y 5 j=1,2, ..., n). 
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Además, para las mátrices se utilizan las designaciones 
€11 G12 413 --- Gn 
e A] Em 
851 452 Usa -:» gn 
411 G12 lqg >». fan 
021 0 08 00: am| o (ap, 


Csy Usa day + >» Usn 


Si una matriz tiene » filas y n columnas, entonces ella se llama 
matriz cuadrada de orden n. 

Formemos los productos de todo pénero por n elementos de esta 
matriz que se encuentran en distintas filas y en distintas columnas, es 
decir, los productos del tipo 


A1i¿ Gig «+: Pin, (2) 


donde los índices iy, dz, . . ., ty forman cierta permutación de los 
números 1, 2, 3, ..., r. El número de tales permutaciones (y, por 
consiguiente, de los productos de todo género del tipo (2)) es igual a nl 

La suma algebraica de los distintos productos du todo géncro 


S (—DP as, Galo -*>* Inin, 


donde p = 1, se llama determinante de la mutriz cuadrada de r»-ésimo 
orden, 


4án1i Cna --- Ena 


l123..2 
N is la ros in 
es impar, y p=2, si la sustitución indicada es par. 


B determinante de la matriz cuadrada de r-ésimo orden se de- 
nomina 


si la sustitución 


411 13 ++». lan 
Cs1 %99 -- ml o det lleill (, ¿=1, 2, ..., m). 


ny Gnz --*: €Cnn 
En particular, el determinante de la matriz cuadrada de segundo 
orden 
11 412 
821 %32 


y 0 lasz (t, ¿=1, 2), 
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es igual a D == 411037 — 413491; el determinante de la malriz cuadrada 
de tercer orden 


Q11) 12 U19 
31 Q32 day 
31 233 %33 


, 0 llaj3B (, j=1, 2, 3), 


es igual a 
D=a411032033)- 43242303] + 821839013 — 619099831 — 413091433 — Cy9l39l11 - 


La regla de cálculo del determinante de la matriz de tercer orden 
se puede representar esquemáticamente de la manera siguiente: en 
la fig. 1.8 los elementos de una matriz de tercer orden se conectan con 


2; Ao 0,3 
a 
2/ Q 
23 hoj 073 
83, 439 433 43; U32 0 
Fig. 1.8. Fig. 1.9. 


ayuda de unas rectas, y su producto forma parte del determinante 
con el signo positivo, y en la fig. 1.9 con ayuda de las rectas se enlazan 
los clementos de esta matriz, el producto de los cuales forma parte 
del determinante con el signo negativo. 

En conclusión, basándose en los ejemplos sobre los determinantes 
de tercer orden, formulamos una serie de propiedades muy simples 
de los determinantes. 

1) Un determinante no cambia, si sustituimos sus filas por las 
columnas con el mismo número y, a la inversa, si cambiamos sus 
columnas por las filas con el mismo número, por ejemplo; 


211 21 4%31 
ía lg Aga 
Q13 Cas Aga 


11 €12 813 
G11 Maa %g9 
431 439 U3 


—o 
—> 0 


2) Un determinante es jgual a cero, sí todos los elementos de una 
de sus filas (v coluamria) sou iguales a cero. 
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3) Un determinante es igual a cero, si los elementos de dos de 
sus filas (o columnas) son iguales o proporcionales, por ejemplo: 


11 Q1a Gaia 
kaz, kaze kar 


QGs1 Uga lg 


= (), 


4) El factor común a todos los elementos de una fila (o columna) 
se puede sacar del signo del determinante, por ejemplo: 


ka, y kar ka19 
4a1 Cs 43 
431 Gs lg 


Q11 C19 413 
031 la Gas 
8431 432 Us3 


en Je. 


5) Si dos filas (o dos columnas) de un determinante son inter- 
cambiados de lugar, el determinante cambiará el signo per el opuesto. 
6) El determinante no cambia, si añadimos a los elementos de 
una de sus filas (una de las columnas) los elementos respectivos de otra 
fila (otra columna) multiplicados por un mismo número, por ejemplo: 


211 Xa3, l19-Fkazgs 013-023 
231 G23 33 
231 333 ly3 


G11 413 Gia 
31 32 %a3 
41 232 (33 


CAPÍTULO 2 


Números reales 


El número es el concepto matemático más importante. 
151 surgimiento del concepto de número natural se refiere 
a la sociedad primitiva y fue acondicionado a la necesidad 
de calcular la actividad práctica del hombre. Primeramente 
el concepto de número abstracto no existia, el número fue 
«atado» a aquellós sujetos que calculaban, y en la lengua 
de los pueblos primitivos existían unas expresiones verba- 
les para designar los números de los distintos objetos. El 
concepto abstracto del número natural (es decir, del número 
no asociado al cálculo de objetos concretos) surgió junto 
a la aparición de la Jengua escrita v a la introducción, 
para la designación de números, de determinados simbolos. 
- La aparición de los números fraccionarios (positivos 
racionales) fue acondicionada a la necesidad de efectuar 
mediciones, es decir, procesos, en los cuales un valor se 
compara con otro del mismo género, eligido como patrón 
de referencia (de unidad de medición). Pero puesto que la 
unidad de medición no siempre se contenía un número entero 
de veces en la magnitud que medían, y en muchos casos 
resultaba imposible despreciar esta circunstancia, enton- 
ces surgió la necesidad práctica de introducir números. 
«más pequeños» que los naturales. Esto sirvió de hase para 
el surgimiento de las fracciones más «simples», tales como 
la mitad, el tercio, el cuarto, etc. Fl desarrollo ulterior 
del concepto de número fue acondicionado ya no sólo por la 
actividad práctica directa del hombre, sino tambhién como 
consecuencia del: desarrollo de las matemáticas. 

La introducción de Jos números negativos fue provocada 
por el desarrollo del álgebra como ciencia que da los pro- 
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cedimientos generales de solución de los problemas aritmé- 
ticos, independientemente de su contenido concreto y de 
gus datos numéricos iniciales. Los números negativos eran 
utilizados sistemáticamente por los matemálicos de la 
India ya en los siglos VI—X1. En la ciencia curopea los 
números negativos definitivamente empezaron a utilizarse 
sólo después de los trabajos de IR. Descartes en el siglo 
XVII el cual dio su representación geométrica. 

El conjunto de números racionales es suficiente para 
satisfacer la mayoría de las necesidades prácticas; mediante 
los números racionales se pueden realizar mediciones con 
cualquier grado de precisión. 

El desarrollo ulterior del concepto de número se produjo 
en el siglo XVII en el periodo del nacimiento de las mate- 
máticas modernas cuando surgió la necesidad de introdu- 
cir una definición clara del concepto de número. Tul defini- 
ción fue dada por uno de los fundadores del análisis mato- 
mático, l. Newton, cn «La aritmética universal»: «Por núme- 
ro ontendemos no lanto un conjunto de unidades, como la 
relación abstracta entre una magnitud cualquiera y otra 
del mismo género tomada por nosotros como unidad». Esla 
formulación da una definición única del número real, tanto 
racional, como irracional. (Los sabios de la Grecia Antigua 
ya sabían de la existencia de los segmentos inconmensura- 
bles, la relación de los cuales es un número irracional.) Más 
tarde en los años 70 del siglo XIX, fue desarrollada una 
teoría rigurosa del número real en los trabajos de KR. Dede- 
kind, G. Cantor y K. Weierstrass. 


$ 1. Números naturales 


1.1. Conjunto de núnicros naturales. Los números natu- 
rales son los que se utilizan para el cálculo: 


l,2,3, Ah. r o... (1) 


De dos números vecinos cualesquiera en la inscripción (1) 
el número que se encuentra a la derecha se llama sucesivo 
” respecto al que se encuentra a la izquierda. 

Los números naturales (1) forman un conjunto que se 
llama conjunto de números naturales. l conjunto de todos 
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los números naturales se designa con el símbolo N: 
Ni: 14411233 ...;11 2..) 


El conjunto de númcios naturales es un conjunto orde- 
nado, es decir, para dos números naturales cualesquiera 
m y n tiene lugar una do las relaciones siguientes: 

óm = n (mes igual a »), 

óm < n (m es menor que n), 

ón<m (n es menor que mm). 

El número natural más pequeño as 1 (unidad). 

En el conjunto de números naturales se introducen dos 
operaciones aritméticas principales: la adición y la multi- 
plicación. Para la designación de estas operaciones se uti- 
lizan respectivamente los símbolos + y + Ó X. 

Adición de números naturales. A cada par de números 
naturales (n; p) se le asigna el número natural s que se lla- 
ma suma de éstos. La suma s se compone de tantas unidades 
cuantas contienen los números n y p. Del número s se dico 
que se obtuvo como resultado de la adición de los números 
n y p, y se escribe 


s= np. (2) 


Los números n y p en la expresión (2) se llaman sumandos. 
La operación de adición de los números naturales sc somete 
a las reglas de 

- 1) conmutatividad: n + p=p-+mR; 

- 2) asociatividad: (n + p)4k=n-+ (p + k). 

Multiplicación de números naturales. A cada par ordenado 

de números naturales (n; p) se le asigna el número natural m 
que se llama producto de éstos. El producto m se compone 
de tantas unidades, cuantás contiene el número n, tomadas 
tantas veces, cuantas unidades contiene el número p. Del 
número m se dice que es el resultado do la multiplicación 
de los números n y p, y se escribe 


Mmo=n-póm=n X Pp. (3) 


Los números nr y p en la expresión (3) se llaman factores 

La multiplicación de los números naturales se somete a 
las reglas siguientes: 

1) conmutatividad: n-p = p-n; 

2) asociatividad: (n.p)-k = n-(p- 1). 
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Las operaciones de adición y multiplicación de los 
números naturales se relacionan con la ley de lu distributividad 
de multiplicación respecto a la adición: 


(n + pk =n-k + p-k. 


De esta manera, la suma y el producto de dos números naturales 
cualesquiera son dos números naturales. Por eso se dice que el conjunto 
de todos los números naturales está cerrado respecto a las operaciones 
de adición y multiplicación. 


Sustracción de números naturales. La sustracción de nú- 
meros naturales cs la operación inversa a la adición, es decir, 
la correspondencia que a un par de números naturales (rn; p) 
le asigna tal número natural r que 


n=p+r. 


Del número r se dico que se ha obtenido como resultado de 
la sustracción de p del número », y se escribe 


r=RrR—p. 


El número r se llama diferencia de los números R y p; 
el número rn en la expresión se llama minuendo, y el núme- 
ro p se llama substraendo. 


En el conjunto de números naturales la diferencia de dos números 
naturales r = n — p cxiste cuando y sólo cuando » > p; por eso se 
dice que el conjunto de números naturales nov está cerrado respecto 
a la sustracción. 


Ejemplo. El número natural 5 es más que el número 
nataral 3. Su diferencia existe y es igual al número natu- 
ral 2: 


Y — 3 = 2. 


El número natural 6 es menos que €) número natural $, 
Su diferencia 6 —8 ya no es el número natora). 

División de números naturales. La división de números 
naturales es la operación inversa a la multiplicación, es 
decir, la correspondencia que a mn par ordenado de núme- 
ros naturales (r%; p) le asigna tal número natural q que 


n == p-(. 
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Del número q se dice que se ha obtenido como resultado 
de la división del número n entre el número p y se escribe 
n 
pp? 
151 número q se llama cociente de los números naturales 


n y p; el número n se llama dividendo y el número p se llama 
divisor. 


q == o q=R!p, 0q=N:Pp. 


En el conjunto de números naturales cl cociente está definido 
no para cualguier par de números naturales (a; p), es decir, el con- 
junto de números naturales no está cerrado respecto a la opcración 
de división. Pot ejemplo, supongamos que n = 7 y p = 2. Para este 
par de números naturales es imposible elegir tal número natural q, 
que se cumpla la igualdad 


ES 2 q. 


Potencia natural de un número. La propiedad de asocia- 
tividad de la multiplicación de los números naturales per- 
mite introducir el concepto de potencia natural de un nú- 
mero natural: la n-ósima potencia del número natural m 
cs el número natural + obtenido como resultado de la mul- 
Liplicación del número m por sí n veces: 


k=m.m-.Mm» ... «MM. 
n factores 


En general se utiliza la expresión más corta: 
k = mm”. 


El número m se llama base de la potencia y el número n 
s0 llama exponente de la potencia. 

1.2. Cunstrucción axivmática de un conjunto de números natu- 
rales. Ya hemos citado más arriba ciertas propiedades de los números 
naturales y hemos expuesto ya las operaciones con números naturales 
gue se someten a las reglas de la conmutatividad, asociatividad y dis- 
tribulividad. 

Es muy facil observar que, expresando todos estos conocimientos 
sobre Jos números naturales y las operaciones con ellos, nos dirigiamos 
hacia la comprensión intuitiva de muchos de los conceptos que uti- 
lizamos, porque utilizamos estos cunceptos en la práclica diaria y obte- 
nemos así resultados correctos. Tal, por ejemplo, parece ser muy 
natural que 3 4-2 =2-- 3 y no surge ninguna duda acerca de la 
procedencia de esta propiedad de la adición de números naturales. 
En las malemáticas, naturalmente, surge la pregunta acerca de cuántas 
y cuújes precisamente afirmaciones primarias (uxivumas) sobre los 
números naturales es necesario usar para que de estos axiomas en 
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forma de teoremas se puedan abtener tudas las propiedades de los 
números naturales y operaciones con ellos que sabemos de nuestra 
experiencia práctica. 

Resulta ser que todas las propiedades de los números naturales 
ucden ser introducidas como teoremas de cinco axiomas y fórmulas, 
vs cuales definen las operaciones de adición y multiplicación de los 

números naturales. 

Axiomas de los números naturales (axiomas de Peano); 

1.1 (unidad) es un número natural. 

Jl. Para cada número natural » existe precisamente un número 
natural que se Jlama sucesivo de aquél y que se designa S (1). 

11. Siempre $ (a) +1. 

IV. De la igualdad S (4) = S (m) se deduce que 1 = m. 

V. Principio de inducción completa. El conjunto de números na- 
turales, que contiene 4 y para cada unu de » elementos, el elemento 

sucesivo $ (2), contiene todos los números naturales. 

La adición y multiplicación de números naturales se define por 
las fórmulas 

ni-1=S(m, 
moa-S (a) =S (m Ea), 
nril=am, 
mS (M0) =n. moon, 


De los axiomas de Peano y de la detinición de las operuciones de 
adición y multiplicación de los números naturales como teorema se 
deducen las leyes de conmutalividad y asociatividad de la adición 
y multiplicación, la propiedad de distributividad de la multiplica- 
ción respecta a la adición. 

De los axiomas de Peano y de la definición de la operación de 
adición también se deduce la propiedad de ordenación del conjunto 
de los números naturales: para dos números nalurales cunlesquiera 
moya 


Óm=Hh (mo es igual a 22); 
óm<m (m cs menor que a); 
ón <om (re es menor que ). 


La ordenación del conjunto de numeros nalurales se demuestra 
de la ranera siguiente, Jón primer lugar, coto teorenta se demuestra 
que para moy se tudturales cualesquiera tiene lugar uno de los Gres casos 
siguientes: 


Óm ==; 
y existe un número natural único que satisface la condición 
n= m + k; 
o existe un número natural ¿ único tal que 
m «== n + p. 
401677 
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ln segundo Jugar, se introduce la definición del signo > (mayor) 
y del signo < (menor. 

Al número natural e do consideran mayor que el núruero natural » 
(y se escribe: mo > 2»), Si existe tal número batarid 4 para el cual 


m == .n-A dk. 


Al número natural zm lo consideran avenor que cl número natural » 
(y se escribe om <a), si existe tad número natural p para el cual 


mol-p . 7. 


De las definiciones dadas y del teorema foemalado más arriba se 
desprende la propiedad de ordenación del conjunto de los números 
noturalos. 

Puesta que el conjunto de números naturales es un conjunto orde- 
nado, entonces para Jos números naturales resulta válida una serie de 
afirmaciones que se relacionan con Dos conceptos ¿mavor» y ¿menor. 
A ales afirmaciones pertenecen, por ejemplo, los teoremas siguientes: 

1) De nm > ., para cualquier £ se deduce que m 1 ko>a-|-k; 

de 2, pra cualquier + se deduce que moi kon 3h 
de ie < 4, para cualquier lo se deduce que a 4 <n- pk 

2 Der > +, para esalquier k se deduce que 4 > n-+k; 

de omo e, para cualquier 4 se deduce que mk o mk; 
de om << 2%, parta evalquier € ose dedoce que mk << 20+$. 

3) En cada conjunto do vacío de números eaturades existo un 
número más pequeño. 


1.3. Números primos. Teorema principal de la aritmética, 
Si para unos números naturales dados n y p se halla un nú- 
mero naínral q tal, que 1 = p-q, entonces se dice que el 
número » se divide enteramente entre el número p. El núme- 
ro p se lama divisor del número », y sobre el número natu- 
ral n se dice que es múltiplo de p. Si cl número natural p 
es el divisor del número natural », entonees el número na- 
nral y también será divisor del número ». 

lo nvunero natural, cuvos únicos divisores son él mismo 
la imidad, se Hama número jorimo. Podos dos demás núme- 
ros baluralos se blaman compuestos, 1 número nalaral 1 
no ose considera número primo. 

La presentación del número natural 2 en forma del pro- 
dnclo de des uíimeros nalurales p-q se dama descomposición 
en factores. Ad mismo tiempo se considera que si eb núme- 
to 2 os primo, entonces Llene una descomposición en factores 
que consta sólo del aúmero ». Por ejemplo, el número pri- 
mo 37 tiene una descomposición en factores que consta sólo 
del factor 7 (y no La descomposición 1-37). 
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Sea que el número natural n es compuesto, es decir, 
ñ == pg, 


donde p 41 y q +1. Entonces son posibles los casos sí- 
guientes: 

1) Si los números naturales p y q son primos, el número 
n se representa como el producto de dos números primos 


2) Si, por lo menos, uno de los números naturales p y y 
es compuesto, entonces el número compuesto (o los dos nú- 
meros compuestos p y q) lo descomponen en un producto de 
números naturales aún menores, para los cuales son posibles 
las mismas variantes. Puesto que existe sólo un conjunto 
finito de púmeros naturales que son menores que nr, enton- 
ces el proceso indicado de descuinposicion termina dentro 
de un número finito de pasos. De resultas obtenemos la 
descomposición del número nr en factores, cada uno de los 
cuales es un número primo. La presentación del número n 
en forma del producto de los números primos se llama des- 
composición en factores primos. 

Debido a la descomposición examinada del número 
natural en factores primos surge la pregunta si existe o no 
cualquier otra descomposición, distinta de la obtenida, del 
número natural en factores primos. El teorema llamado 
teorema principal de la aritmética nos da la respuesta: 

Cada número natural, distinto de 4, puede scr descom- 
puesto en factores primos, y al mismo tiempo, mediante 
un único procedimiento (si vamos a identificar las descom- 
posiciones p-q y q-p, donde p y q son los números primos). 
Uniendo en la descomposición del número nr los factores 


primos idénticos P,, DP», - + -, Pa, obtenemos la así llamada 
descomposición canónica del número n: 


n = pls. pla. ... » pts 


(kz, ka, «. ., k¿ — son números naturales). 

Un número natural se llama per, si entre sus factores 
primos existe el número 2, y es impar, si entre sus factores 
primos el número 2 no existe. 

1.4. Ciertos criterios de divisibilidad de los números 
naturales. 


fx 
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Criterio de divisibitidad entre 2. Un número se divide 
entre 2, si su última cifra es un número par o cero. 

Criterio de divisibilidad entre 4.. Un número se divide 
entro 4, si sus dos últimas cifras son ceros o forman un 
número que se divide entre 4. 

Criterio de divisibilidad entre 8. Un número se divide en- 
tre 8, si sus tres últimas cifras son ceros o forman un número 
que se divide entre $. 

Criterios de divisibilidad entre 3 y entre 9. Un número se 
divide entre 3, si la suma de cifras del número se divide 
cutre 3. Un número se divido entre 9, si la suma de sus ci- 
frias se divide entre 9. 

Criterio de divisibilidad entre 5. Un número se divide 
entre 9, si termina ó en cero ó en 9. 

Criterios de divisibilidad entre 25. Un número se divide 
entre 25, si sus dos últimas cifras son ceros o forman un 
número que se divide entre 25. 

Criterio de divisibilidad entre 11, Un número se divide 
entre 11, si la suma de sus cifras que ocupan los lugares 
pares es igual a la suma de las cifras que ocupan los luga- 
res impares, o se distingue de la misma en un número que 
se divido en 141. 

1.5. Mínino común múltiplo. Máximo común divisor. 
Algoritmo de Euclides. Un número natural que es múlti- 
plo de cada uno de una serie de números naturales se llama 
común múltiplo de los mismos. Si existen varjos múltiplos, 
entonces el mínimo de ellos se Hama mínimo común múltiplo 
(en forma abreviada: MCM)*) 

Para hallar el mínimo común múltiplo de varios números 
es necesario: 

1) copiar las descomposiciones canónicas de los núme- 
ros dados; 

2) enumerar todos los factores primos que entran, por 
lo menos, en una de fas descomposiciones canónicas de los 
números dados; 

YY elevar cada uno de los factores primos enumerados 
ida máxima potencia, con la cual este factor primo entra 
en la descomposición eanónica de los números dados. 


*) 13l mínimo común múltiplo de dos números m y n se designa 
también mediante llaves: (vu, 12). 
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El producto de las potencias obtenidas de Jos factores 
primos da el número que es el mínimo común imúltiplo de 
los números dados. 

Ejemplo 1. Hallar el MCM de los números 49 896 y 26 460. 

1) Escribimos las descomposiciones danónicas de los 
números dados 


49 896 = 29.32.7-41, 26.460 =22.32.5-7%; 


2) copiamos los factores primos que entran, por lo menos, 

en una descomposición canónica: 
21335; 7; 11; 

3) la potencia máxima, con la cual el factor 2 entra 
en las descomposiciones canónicas de los números dados, 
es igual a 3; escribimos el número 2*. 

La potencia máxima, con Ja cual el factor 3 entra en 
las descomposiciones canónicas, es jgual a 4; escribimos 
el número 3*. 

Análogamente, las potencias máximas, con las cuales 
Jos factores 9, 7 y 11 entran en las descomposiciones canó- 
nicas de los números dados, son respectivamente iguales a 
1,2 y 4; escribimos los números 5! 5,7? y 10 — 44. 

El producto 23.31.5-7%.414 = 1 746360 es el mínimo 
común múltiplo de los números dados. 

Un número que es divisor de cada uno de los números 
dados se Mama divisor comin de varios números naturalos. 
En caso de que existan varios divisores comunes, el máximo 
de ellos se llama máximo común divisor (en forma abreviada: 
MCD)*). 

Si el máximo común divisor de varios números naturales 
es igual a Ja unidad, entonces estos números se llaman 
recíprocamente simples. 

Para hallar el máximo común divisor de varios números 
es necesario: 

1) copiar las descomposiciones canónicas de los núme- 
ros dados; 

2) enumerar todos los factores comunes primos (ue 
entran en las descomposiciones canónicas de cada uno de los 
números dados); 


*) El máximo como divisor de dos numeros mm y a se designa 
también mediante paréotesis: (im, n). 
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3) elevar cada uno de los factores primos enumerados a 
la potencia mínima, con la cual este factor primo entra en 
las descomposiciones canónicas de los números dados. 

El producto de las potencias obtenidas de los factores 
primos da un número que es el máximo común divisor de 
los númeres dados. 

Ejemplo 2. Hallar el MCD de los números 49896 y 
26 460. 

1) Escribimos las descomposiciones canónicas de los 
números dados: 


49 898 = 29.31.7.11 y 26 460 = 22.32.5.71 


2) copiamos los factores primos que entran en ambas 
descomposiciones canónicas. 


23337; 


21 Ja potencia más pequeña, con la cual el factor 2 entra 
en las descomposiciones canónicas de los números dados, es 
igual a 2; escribimos el número 2?. 

La potencia más pequeña, con la cual el factor 3 entra 
en las descomposiciones canónicas, es igual a 3; escribimos 
el número 3*. 

La potencia más pequeña, con la cual el número 7 entra 
en las descomposiciones canónicas, es igual a 1; escribimos 
el número 7! =7. 

El producto 2?.-39.7 = 756 es el máximo común divisor 
de los dos números naturales dados. 

Propiedad del MCD, El máximo común divisor de dos 
números se divide entre cualesquiera de los comunes divi- 
sores de estos números. 

El máximo común divisor (m, n) de los números :n y A, 
y el mínimo común múltiplo (fm, n) se relacionan mediante 
la igualdad 


mn = (m, n)-(m, nj. 


Algoritmo de Euclides para la obtención del MCD. Hallar el máxi- 
mo común divisor de dos números naturales suficientícmente grandes 
es bastante difícil. Sin embargo, existe un procedimiento para la 
obtención del MCD que no requiere el conocimiento de tados los fac- 
tores primos de estos números. Este procedimiento se llama elgoritmo 
de Euclides. 

Antes de pasar a la demostración del algoritmo de Euclides, 
introduzcamos la operación de división con resto, 
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Dividir un número natural m entre un número natural 1 (mm > n) 
con resto, significa obtener tal número naturul e y dal número entero 
no tegalivo r < n, que 

m = nok + r. 


Los iúmeros k y r se llaman respectivamente cociente y resto 
do la división del número + entre el número +. 

En caso de que r + 0, también se dice que el resto de da división 
cs igual a cero o que el número +» se divide entre el número ». 

Pasamos ahora a la demostración del algoritiro de Juecdides. 

Sean sw y a des números naturales y sea m >. Dosignemos me- 
diante m, y r, respectivamente el cociente y el resto de la división 
de m entre a: 

m= mr) OU0SXT, <Q. (4) 


St restlta que r, >> 0, entonces dividamos + entre £,, destinando me- 
diante m, y r, respectivamente el cociente y el resto de la división: 
E A EA E (5) 

Sir, aña no es cero, dividamos r, entre r, y oblenemos análogamente 
AS E E ATA (6) 

Pueslo que », r,, Fa +. . 309) NÓMETOS haturalos y 1n.>5> 
>>>... entonces ed proceso de división despues de un 


númoro finito de pasos debe cesarse, ex decir, debemos obtener un 

resto igual a cero. Supengamos que tal resto zea rs, 0, puesto que 

Pai > Pp Pas (A) 

El número nutural r, es el máximo común divisor de los núme- 

ros m y a. Para convencerse de esto, mostremos que 1 y a se dividen 

entre 1p- En vigor de la igualdad (8) r, ., se divide entre r,,. Entonces 
de la igualdad 

Pnos E fp 1 "Pp 000 Fs 


que os anterior a la igualdad MA se deduce que r, -, se divide entre ry. 

Siguiendo la cadena de las igualdades construidas (desde «abajo 
hacia arriba), podemos convencernos de que entre r, se dividen tambien 
Pa-ar Proar + «+ Pai Fi) y de resultas, en vigor de las igualdadus (5) 
y (4), los números m y a. Queda convencemos sóla de que cualquier 
divisor común £ de dos números »= y n es también el divisor del nu- 
mero 7, (por lo que evidentemente será demostrado que k es el máximo 
común divisor de los números rm y 2). Pura esto fendremos que pasar 
de nuevo toda la cadena de ipualdades, pero esta vez desdo arriba 
hacia abajo. Primero reescribiremos la cadena de las igunldades del 
algoritmo de Euclides en forma de 


Py == M— MM, 
Fg == f, — FoMa, 
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De la primera igualdad se deduce que r, se divide entre el conún 
divisor k de los números m y a. Pero de la segunda igualdad se des- 
prende que puesto que r, se divide entro k y » se divide entre k, enton- 
ces rz también se divide entre k. Siguiendo adelante este proceso, ob- 
tendremos que también r, 2, Y "y -1 90 dividen entre *. Pero entonces, 
en vigor de la última igualdad, Fn 8e divide también entre k. 

El procedimiento de obtención del ináximo común divisor de 
dos números mediante el algoritmo de Euclides en la mayoría de los 
casos resulta el más corto y por eso es el más ventajoso en la práctica, 

Podemos observar que cn el razonamiento citado más urriba se 
demuestra, al mismo tiempo, Ja propiedad del máximo común divisor. 

Ejemplo 3. Mediante el algoritmo de Enclides hallar e] máximo 
común divisor de los números 13 172 y 261. 

Dividimos cl número 13 172 entre 261: 


_ 13172] 261 
1305 | 
, 122 
Según el algoritmo de Esclides dividimos el número 261 entre el 
reslo de la división (cl número 122): 
261 | 122 


ZA O 
17 


Dividimos el número 122 entre el resto (el número 17): 
12247 
119| 7 
5) 
Continuando dividiendo sucesivamente cada resto anterior entre 
cada resto posterior, de resultas obtendremos un resto igual a cero: 


Ms _3[2 _4 11 
1515 2/14 1/4 
2 1 0 


El penúltimo resto es igual a la unidad. Por consiguiente, la 
unidad es el máximo común divisor de los dos números dados, es declr, 
Jos números 13172 y 261 son recíprocamente primos. 
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2.1. Conjunto de números enteros. El conjunto de núme- 
ros enteros cs un conjunto obtenido como resultado de la 
adición al conjunto de todos los números naturales de los 
objetos nuevos (a los cuales en lo posterior les vamos a de- 


$2 Números enteros $1 


signar los números) del números cero y de los números nega- 
tivos enteros. 

El número cero que se designa por medio del simbolo O 
y los números negativos enteros se introducen del modo si- 
guiente. 

La suma de cualquier número natural n y el número 0 da 
el número £: 


n+06=mnm. 
Á cualquier número natural n le corresponde el único 


número entero negalivo r tal que la suma de los números 
n y —n resulta igual a cero: 


R + (—nñ) == 0. 


. El número —x se llama opuesto al número ». El número 
opuesto al número —n es el número n: —(—n) = n. Los 
números naturales en el conjunto de números enteros se 
llaman números enteros positivos*). El conjunto de todos los 
números enteros frecuentemente se designa por Z. 


El conjunto de los números naturales N está cerrado respecto a la 
adición y multiplicación, pero no está cerrado respecto a la sustrac- 
ción: la suma y el producto de dos números naturales cualesquiera es 
un número natural, mientras que la diferencia n — p de dos números 
naturales en el conjunto de números naturales se define sólo cuando 
n > p. El conjunto de números enteros se obtiene como una extensión 
del conjunto de números naturales hasta el conjunto Z, en el cual 

1) el conjunto N es un subconjunto propio: 

2) la adición y multiplicación de números naturales en Z coincide 
con las operaciones idénticas en N; 

3) la sustracción en Z siempre es posíble, es decir, la diferencia 
de dos elementos cualesquiera de números de Z es un elemento (nú- 
mero) de Z; ' 

4) el conjunto extendido Z es mínimo en el sentido que no posee 
subconjunto propio que satisfaga las condiciones 1)—3). 


El conjunto de números enteros es un conjunto ordena- 
do, es decir, para dos números enteros cualesquiera m y n 
es válida una y sólo una relación de las siguientes: 


Os 


óm< mn, 
ón< m, 


_*) A continuación denominaremos los números enteros con letras 
latinas minúsculas m, n, k, .., 
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Para los números positivos « se escribe 2 7>Ó0, para los 
números negativos se escribe n < 0. Si se quiere indicar 
gue el número puede ser positivo o nulo, se escribe n> O y se 
dice que es no negativo; análogamente la inscripción n < U 
significa que a €s negativo o es igual a cero. 

2.2. Operaciones matemáticas con números enteros. El 
número |a | que se calcula según la regla siguiente 


n, sin>0, 
lr | -- O, si n - 0, 
—n, sin<0. 


se JNama valor absoluto (o módulo) del número ». 

El valor absoluto del número a es positivo para n posi- 
Livos y para a negativos y es igual a cero sólo para n= 0. 

Ejemplo 4. Hallar Jos valores absolutos de números 4 
y —3. 

Presto que ed número 4 es natural, entonces [4 | :- 4. 
Puesto que —+3 cs un tuúmero negativo, entonces según la 
regla de cálcalo del valor absoluto del número | —3 | - 
= — (3) := 5, 

Adición de números enteros. Un número entero s que se 
calcula sogún la regla: 

si rn >>0, y p>0, entonces s := n A- p; 

sin<0yp<0O, entonces s = —([n]j +4 | p 1); 

sin>0, y p<0 y |In|>I|pl, entonces  s= 


| =]p|, entonces s = 0; 
n |< Ip l, entoúces S 


sinZ0,p>0 y ]In]|o>I|pl, entonces $ -= 
- » NA 
sin<O0, p>0 y |m| 
sin<Z0,p>0 y [n| 
— |n|; 
sin =0, entonces s == p; 
si p = (), entonces s -= n, se llama suma de los números 
enteros rn y p. 
La suma s de los números enteros n y p se escribe median- 
te el simbolo +: 


|p 1, entonces s -- 0; 
lp 


< I, entonces s = | p | — 


$ == n + Pp. 
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La regla de cálculo de la suma de dos números enteros, 
citada más arriba, se basa en el cálculo de la suma o de 
diferencia de dos números naturalos. 

Ejemplo 2. Calcular la suma de los números enteros 6 
y —8. 

El par de números dado satisface la quinta condición de 
la regla de adición de dos números enteros (6 >> 0, —8 < 0, 
16 |< |] —3 |). La suma de estos números es igual a 


s =—(1]-8]—16|] =— (8 — 6) = —2. 


La adición de números enteros, asi como también la de 
números naturaJes, posee las propiedades de conmutatividad 
y de asociatividad. 

Multiplicación de números enteros. En número entero m 
que se calcula según la regla: 

sin>>0 y p>0, entonces m = n: p; 

sin<0yp<0, entonces m =|n|-| pt; 

sin<0 yp>0o0sin>>0, y p< 0, entonces m == 
= —(]n1-1p |); 

sin=06p=0, entonces m =0, 
se llama producto de los números enteros n y p. 

El producto de los números enteros n y p se escribe 
mediante el símbolo - ó X: 


m=Hn-p (ón Xx p). 


El cálculo del producto de dos números enteros se basa 
en el de dos números naturales. 

Ejemplo 3. Calcular e) producto de los números enteros 
y y —7. 

El par dado satisface la segunda condición de la regla 
de multiplicación de dos números enteros. Los valores ab- 
solutos de estos números son iguales a 2 y 7, y su producto 
es igual a 14. 

La multiplicación de números enteros, así como también 
Ja de números naturales, posee las propiedades de conmuta- 
tividad y de asociatividad. 

Además, las operaciones de adición y multiplicación 
de números enteros, como también en el caso de números 
naturales, están relacionadas por la ley de distributividad 
de la multiplicación respecto a la adición, 
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Sustracción de números enteros. Un número entero r que 
se calcula según la regla: 


ru + (—p), (1) 


se lama diferencia de los números enteros » y p, es decir, 
la diferencia de los números enteros n y p es la suma del 
número entero » y el número opuesto al número p. Por con- 
siguiente, la diferencia se calcula según la regla de cálculo 
de la suma de dos números enteros. 

Del número r se dice que ha sido obtenido como resultado 
de la sustracción del número p a partir del número n y se 
escribe 

r=n-—p, (2) 


En la expresión (2) el número rn se llama minuendo, y el 
número p se Hama sustraendo. 

Ejemplo 4. Calcular la diferencia de Jos números ente- 
ros 2 y —7. Jl número opuesto al número —7 es igual a 7, 
y por eso según la regla (1) la diferencia de estos números 
os r=2-+7 =0Q. 


El conjunto de númeras enteros está cerrado respecto y las opera- 
ciones de adición, multiplicación y sustracción, es decir, para dos 
números enteras dados crialesquicra existe un solo número entero, el 
tercero que representa ln suma de los dos números enteros dados; 
existe un solo número entero que es su diferencia y, por fin, un solo 
número entero que es su producto. 


División de números enteros. Un número entero p que 
satisface la igualdad 
m <= n+p, (3) 


se llama cociente de la división del número entero m entre 
el número entero n, 

La división entre el número cero está prohibida. Del 
número p se dice que ha sido obtenido como resultado de la 
división del número sm entre el número » y se escribe 


p=m:n, Ó pr, ó p=mi/n. 


En el conjunto de númecos enteros, así como en el conjunto de 
los números nalurales, Ja división no siempre es posible, porque no 
para cualquier par de números enleros rm y » existe un cociente. Por 
eso se dice que el conjunto de números enteros no está cerrado respecto 
a la operación de división. Sin embargo, entre las operaciones de divi- 
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? 


sión en el conjunto de números nalorales y on el conjunto de números 
enteros existe unuy diferencia esencia): si en un conjanto de nútrneros 
naturales existía el cociente de dos números naturales, entonces este 
cociente era el único, En el conjunto de números micros secedo otro 
proceso: sea m un número entero arbilrario y + - 0; entonces la igual- 
dad (3) obtiene la forma 

m = 0-p. (4) 


- Tratemos de hallar tal número p que satisfaga la igualdad (4). 
Existen dos posibilidades: 

sim => 0, entonces no existe la] húmero entero p, para el cual 
se cumple esla igualdad; 

sim = 0, enlonces p puede ser cualquier número entero. 

De esta manera, el cociente de la división lle un número entero 
entre cero o no existe, o se define por más de una forma. Para ovitar 
tal indeterminación, es necesario prohibir la división de un número 
entero entre cero, 


S 3. Números racionales 


3.1. Fracciones racionales. Un par ordenado de núme- 
ros enteros (m; n), donde el número » se distingue de cero, 
se Jlama fracción racional. La fracción racional se designa 


. 7 m , : * 
por medio del simbolo -— 6 mín. El número m se llama 
n 


numerador de la fracción, y el número a se llama denominador 


* s . mn PT, . 
de la misma. Dos fracciones racionales — y —= son equi- 
te 2 
4 . seem? my No 
valentos, si M,*N, += R,*Ma, y Se escribe A 
l “42 


1) Cualquior fracción racional es equivalente a sí misma: 


Mal (reflexividad). 
ni Ra 


. .». 4 144 . 
2) Si Ja fracción racional — es equivalente a li frac- 
1 
es . Mo .. . Ma 
ción racional y entonces la fracetón racional OS 
ta 2 


e . ./ 1] Y 
también equivalente a la fracción ——*): 
mt] 


mm IE 1. 2 . , 
Tratos (simebría). 
Mi fo Ra ny 


*) Los símbolos ==> y <-> significan «sigue» y esigue a ambas 
partes» respectivamente. 
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3) Si la fracción racional L es equivalente a la frac- 


ción racional E 


, y la fraceión racional — es equivalente 
2 2 


.. nt . . 
a la fracción => , entonces y Ja fracción - 
3 


rn . 
— es equivalente 
1 


a la fracción — : 


q 


m m m mn m m PC 
ny na Ra Ng 1 3 


De la definición de la equivalencia de fracciones se 
deduce que la fracción racional =L es equivalente a la 
1 
mi-k 


fracción 
n1* k 


dondo lk es cualquier número entero, distinto ds cero. El 
paso de la fracción mE a 


llama simplificación de la fracción en el número k. Esta 
propiedad de la equivalencia de fracciones racionales per- 
mite dar otra definición de la fracción racional. 

Un par de números (m; n) que se designa con el símbolo 


la fracción equivalente er se 


m . . - 
rá donde mes un número entero, y r es un número natural 


se llama fracción racional. En este párrafo vamos a utilizar 
precisamente esta definición, es decir, considerar n como 
un número natural. 


. . nm . 
La fracción racional _—= se considera mayor que la frac- 
1 


ción racional — . 
2 


ag > Ma 
73 Ra z 
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.. . in . 
La fracción racional =—= se considera menor que la frac- 
1 


. . . NM.» e 
ción racional —=:; 


Ha 
m3 ma 
ny ny ? 


Si My NM a. 
Un conjunto de fracciones racionales es un conjunto orde- 


. . nm m 
nado para las dos fracciones cualesquiera — y — 
$11 na 
UN UE) = mo, may ma 
Ol —— mm —=—= 0 QQ) —— —— 
ny Ha ? > Ry ? ni ly * 


Al mismo tiempo se cumplen las condiciones siguientes: 
1) Gualquier fracción racional es menor o equivalente a 
sí misma: 


m . 
—L o — (reflexividad). 


. » : rm 
2) Su la fracción — cs menor o equivalente a diu frac- 


US 
ción 2, y la fracción es menor o equivalente a la 
rn? ta 
IN , , : .. 
fracción — , enfonces estas fracerones son equivalentes: 
Hi 
mn . . , » 
— Gilistinétrica). 
Ho; Ho 


» 


. »- .. m ” - 
3) Sila fracción — es menor o equivalente a Da Tracción 
Pa 


m .. UE . .. 
— , y la fracción —W os menor o equivalente a da fracción 
UE Hu 


pea “id a 21 
— , enloaces ln fracción es menor o equevidente : La 
E Hoy 
. .. MN 
iraeción —2 ; 
$“. 
$ mM. EN PH ed UN 
Luo Ena Los — (Lransjttvidad). 
$ , $ 7 ' dl 2 y $ y 
c.. , . e Hi: tte TFT 71 Mo 
Adición de fracciones. La Tracción MAA a 
H$xy- da 
ZCAN Mai ula 
lama suma de las Íracerones racionales ——— y —=. Se dice que 
y Na 


esta fracción ha sido obtenida como resultado de la adición 
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dé fracciones EL y L2 y se escribe 
US Na 
Ms aa (1) 
Ry Ta Ry Ma . 
En la expresión (1) las fracciones F-, y —= 2 se Maman suman- 
ny 
dos, 


Multiplicación de fracciones. La fracción ina se Hama 
Ri" 


producto de las fracciones racionales = y ==. Se dice que 

esta fracción ha sido obtenida como resultado de la multi- 

plicación de la fracción £ — por la fracción ab y se escribe 
1 2 


na: , May os my ma (2) 
ñn1 Ra n1-*n3 


. 9 . ñ ? 
En la expresión (2) las fracciones = y — se llaman 
1 Ha 


factores, 

Las operaciones de adición y ierultiplicación de fruecio- 
nes racionales poseen las propiedades de conmutatividad 
y asociatividad; las operaciones de adición y multiplicación 
se relacionan mediante la ley de distributividad de la 
multiplicación respecto a la adición. 

Sustracción de fracciones. La adición de fracciones tiene 
una operación inversa que se llama sustracción, La fracción 


Pi - 29 — FR -? a . . . 
AAA se llama diferencia de dos fracciones raciona- 


NR 

mm ma .» » Mi "Ria =— ar? . 
les—L y 2. De la fracción racional AR APAL se dice 

US ta n1>NRy 


que ha sido obtenida como resultado de la sustracción de 


ta fracción - a a purtir de la feace ión =L 
t ma 


» 
> 


y se escribe 


ma Ms Mia — Ia Py 
— a. A APOT PPP 


A 


UN Has Hyrta 


División de fracciones, La mnMiplicación de fracciones 
tiene una operación inversa que se llama división. La frac- 


.. Mm «»M . . . 

ción A se Hama cociente de dos fracciones racionales 
2 

mr Mm m n 

ll y — 2 (m, 0). Se dice que la fracción racional 2 


Ry Ry: Ma 
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es el resultado de la división de la fracción — entre la frac- 
2 


ld 


. m s 
ción = y se escribe 
3 


my A E a 
ni Ny ?1-Ma ny Ry N]:Ma 

e» m . 
La fracción + donde m es un número entero y n, un 


número natural, se llama positiva, si m es positivo, y nega- 
tiva, si m es negativo. 

La fracción racional negativa Á (m es un número entero 
negativa; n, un número natural) se suele escribir en Ja 


forma — Im 
n 


-, y o —$ . 
Por ejemplo, la fracción racional negativa — Se escribe 
y) 
en la forma =p 


.» . ..- m . . 
La fracción racional positiva — se denomina propia, 


si su numerador es menor que su denominador (m < an), 
y €s impropia, si su numerador es inayor o igual a su deno- 
minador (m= n). 

Si la fracción racional positiva es impropia, su numera- 
dor se expresará en la forma m = r-k +r, donde k es un 
número natural y r, un número entero no negativo que 
satisface la condición r< nm. Entonces la fracción = so 


escribe en la forma 


El número k se denomiía la parte entera de la fracción, 
Si resulta que r > 0, entonces la fracción racional in- 


. m . . s . 
propia — a veces se escribe en la siguiente forma: 


k—=. (3) 


n 


La expresión (3) se denomina expresión de una [fracción 
impropia en forma de una fracción mixta. 


9=01477 
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Por ejemplo, la fracción racional impropia = puede 
. ., . o 1 
ser escrita en forma de la fracción mixta iz. 


Una fracción se llama irreductible, si su numerador y de- 
nominador son números recíprocamente primos. 

Cualquier fracción racional se puede escribir en forma 
de una fracción irreductible. 


Ejemplo. Escribir la fracción racional el en forma de 


fracción irreductible. 

Desarrollemos Jos números 15 y 75 en el producto de 
los factores primos: 10 = 3-5, 79 = 3-5-5. 
3-5 
3:5-5” 
Simplificando los mismos factores en el numerador y deno- 


La fracción puede ser escrita en forma de 


75 


. . MY -* 45 
minador, obtenemos Ja inscripción do la fracción 3 en la 
1 


forma de una fracción preductible —. 


e 


3,2. Números racionales. El conjunto de todas las frac- 
ciones racionales equivalentes entre sí se llama número ra- 
cional. En vigor de la definición de número racional las 
fracciones distintas equivalentes entre sí representan sola- 
mente distintas expresiones de un mismo número racional. 
Así, por ejemplo, tres fracciones racionalos equivalentes 
distantas. 


2.4.6 

3> 706" 9 
tienen diferentes expresiones de un mismo número racional. 
Se puede dar también otra definición del número racio- 
nal, identificándolo no con el conjunto de lodas las fraccio- 
nes racionales equivalentes entre si, sino con cierta fracción 
fija del mismo conjunto. Uno de los procedimientos posibles 
de separación de tal fracción fija consiste en lo siguiente. 


epa . .» mt . . 
Fonmemos cualquier fracción = del conjunto de fraccio- 


nes, equivalentes entre sí (aquí m es un número entero, dis- 
tinto de cero y r, un número natural). Si los números | »m | 
y n son recíprocamente primos, entonces consideremos que la 


fracción — es precisamente la fracción fija que buscamos. 
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Si los números | in | y » no son respectivamente números 
primos, entonces dividimos el numerador y denominador 
de la fracción entre el máximo común divisior de los núme- 
ros |m | y n. Como resultado de la división obtenemos la 


fracción — , el numerador y denominador de la cual son 
1 


y d . .» . R 
recíprocamente números primos. La fracción obtenida E 
1 


y es la fracción fija que necesitamos*). 

Ahora se puede dar la definición siguiente de un (distin- 
to del cero) número: 

Un número racional es tal número que puede ser repre- 


sentado en la forma = , donde | m | y n son recíprocamente 


números primos (irreducibles) naturales. 

Introduzcamos el concepto de igualdad de dos números 
racionales. Si usamos la definición de número racional como 
conjunto de fracciones racionales equivalentes, la deofinmi- 
ción de igualdad de dos números racionales tendrá la forma 
siguiente. 

A dos números racionales u y f los llaman ¿giuales: 


a = f, 
si los dos conjuntos de fracciones racionales que proporcio- 
nan estos números coinciden. 

La ordenación del conjunto de números racionales, del 
concepto de suma, del producto, de la diferencia y del co- 
ciente de dos números racionales se introducen de Ja misma 
manera que los respectivos conceptos para las fracciones 
racionales. La expresión matemática de la ordenación del 
conjunto de números racionales, de operaciones de adición, 
de multiplicación, de sustracción y de división de dos nú- 
meros racionales es la misma que la expresión de las opera- 
ciones respectivas con fracciones racionales, sólo que en 
vez del signo de equivalencia se debe escribir el signo de 
igualdad. 

La propiedad de asociatividad de la multiplicación de 
números racionales permite introducir el concepto de poten- 
cia natural de un número racional: 


. , FR . > 
*) El número racional puede ser considerado también como el 
Ry 
resultado de la división del número m, entre el numero »,. 
gr 
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, 4 3 . » - 
wn búmero racional mn so llama polencia k del número racio- 
mn - s s ., 
nal + obtenido como resultado de la multiplicación del 


> nn , . 
Número -— por sí mismo k veces: 


p m mm m 
q »n  n n 70% np 


R factores 
De costumbre se utiliza nna expresión más corla: 


Ly" (4) 


q n 
- “o, , m 
En la expresión (4) el número — se llama base de una 


potencia y ci número A, exponente de la potencia. 


r 5 mm 1d 
Un número denominado ES y calculado según la regla: 


=, s1 mo>0; 
tt 
| .— O, sim-==0; (u es natural). 
A, sim<o0; 
n 


” » - mi 
se Jlama ealor absoluto (módulo) del número racional + 


3.3, Números enteros y racionales. Un número racional n 
se llama entero, si en el conjunto de todas Jas fracciones 
equivalentes que dan este número existe una fracción que 

. rn 
tiene la forma de - 

Para calcular la suma, diferencia, producto y cociente 
de un número racional y entero Res suficiente escribir _esle 
número entero en forma de una fraceíón, cuyo denominador 


. . . » dl rl . 
es igual a la nnidad, es decir, en forma de Ty después uti- 


lizar las delinteiones de la suma, diferencia, producto y co- 
ciente de dos números racionales. 

ls muy fácil convencerse de que estas Operaciones de 
adición, sustracción, multiplicación y división coinciden 
con las mismas operaciones para los números enteros escritos 
en forma de fracciones racionales con denominadores igua- 
les a la unidad. 
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3.4 Conjunto de números racionales como extensión del conjunto 
de números enteros. 11 conjunto de todos los números enteros Z fue 
obtenido como una extensión del conjunto de números naturales 
mediante la adición al mismo de nuevos objetos numéricos: del nú- 
mero 0 y los números negativos enteros. El conjunto de números enle- 
ros obtenido está cerrado respecto a las operaciones de adición, multi- 
plicación y sustracción, pero no está cerrado respecto a la división. 
El conjunto de todos los números racionales puede ser obtenido tam- 
bién como una extensión natural de un conjunto de números enteros 
mediante la adición de elementos nuevos, tales, que: 

1) el conjunto extendido contenga como subconjunto propio el 
conjunto de todos los números enteros; 

2) las operaciones aritméticas, definidas para los números enle- 
ros sean definidas también para los elementos de un conjunto exten- 
dido; al mismo tiempo el signo de estas operaciones para los números 
enteros, que: examinamos coma elementos de un conjunto extendido, 
debo coincidir con el signo de los mismos en el conjunto de números 
enteros antes de la extensión; 

3) en el conjunto extendido sea posible realizar una operación 
de división (menos la división entre cero), la cual en un conjunto de 
números enteros no siempre es realizable, es decir, el cociente de dos 
elementos del conjunto extendido debe ser un elemento de este con- 
junto; . 

4) cl conjunto extendido sea el menor en sentido de que él mismo 
no debe contener un subconjunto propio que satisfaga las condiciones 
1) —3). 

Existe un sólo conjunlo que satisface las eondiciones 1)—4): 
el conjunto ordenado de tudos log números racionales con operaciones 
aritméticas introducidas en él. El conjunto de todos los números 
racionales Irecuentemente se designa por Q. 

Es muy fácil verificar que el conjunta de números racionales 
es un campo. Un campo de números racionalos rs do Arquimones, es 
decir, para cualesquiera « y PB, donde $ > 0, existe tal número natu- 
ral n, que n-B >, 
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4.1. Conjunto de números reales como extensión de un conjunto 
de números racionales. En los $5 2, 3 fue consecutivamente efectuada 
la extensión del conjunto de números nalurales hasta el conjunto de 
números enteros y la extensión del conjunto de números enteros hasta 
el conjunto de números racionales. El conjunto de todos los números 
racionales representa por sí mismo un conjunlo cerrado respecto a las 
operaciones de adición, multiplicación, sustracción y división (menos 
la división entre cero); la suma, producto, diferencia y cociente de dos 
números racionales igualmente es un núme. > racional. 

Sin embargo, existen problemas algebraicos y geométricos que 
no tienen solución dentro de conjunto de números racionales. Así, 
el problema que muy a menudo no tiene solución en cl conjunto de 
números racionales es la extracción de una raíz de un número entero 
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positivo. Por ejemplo, el número y 2 (véase p. 4.6) no es un número 
racional, es decir, no se puede escribir en forma de ._, donde m y n 
son números enteros y a se 0, Es muy fácil también citar aquí otros 
ejemplos de números que no pueden ser representados en lorma de = , 
es decir, que no son números racionales. 

Al número queno puede representarse en forma de a, donde m y n 


son números enteros y rn +0, lo llaman número irracional. 

El conjunto de todos los números reales también puede ser obte- 
nido como la extensión natural del conjunto de todos los números 
racionales. Sin embargo, a diferencia de los procedimientos relativa- 
mente simples de las extensiones del conjunto de números naturales 
hasta el conjunto de números enteros y el conjunto de números enteros 
hasta el conjunto de números racionales, el método de extensión 
(o de completación) del conjunto de todos los números racionales 
hasta el conjunto de números reales es más complicado. Una rigurosa 
teoría, desde el punto de vista matemático, de los números reales fue 
desarrollada sólo a mediados del siglo pasado en las obras de R. De- 
dekind y G. Cantor y para su desarrollo fue utilizada una serie de 
resultados bastante finos del análisis. matemático. 

Uno de los métodos de completación del conjunto de números 
racionales hasta un conjunto de números reales se basa en el concepto 
de la sucesión fundamental de los números racionales. Mostrimos esque- 
málicamente cn que consiste el contenido de este método. 

La sucesión (x,) de los números racionales z,, se llama fundamental, 
si para cualquier racional e > 0 existe tal ny que 


lp... 21<E€ 


para todos p y q mayores que »p. Cualquier sucesión convergente es 
fundamental. Por otra parte, cualquier sucesión fundamental de nú- 
meros racionales tiene un límite, pero puede resultar que este límite 
no sea un número racional. La sucesión de números racionales positivos 
(rn), cuyos cuadrados pueden aproximarse tanto como se quiera a 2: 


to. Í. 1. 
[ri—21<>G: |r—21< 35. + ..., Ira—21t< 35m: ... 


puede servir de ejemplo de tal sucesión. De la representación de la 
sucesión (r,) se deduce que su límite es un número no perteneciente al 
conjunto de números racionales; éste es el número irracional y 2. 
El conjunto de todos los números reales se obtiene mediante la 
completación del conjunto de números racionales por números irra- 
cionales que son los límites de cualesquiera sucesiones fundamentales 
de números racionales y que de costumbre se designa con la letra R. 


4.2. Construcción axiomática de un conjuntó de núme- 
ros reales. El conjunto de todos los números reales puede 
ser representado como un conjunto, cuyos elementos satis- 
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facen las propiedades citadas más abajo T—VI. A los ole- 
mentos de este conjunto, aunque ésto no esté bien adecuado, 
vamos a designarlos como números. 

1. Propiedad de ordenación. 

Para dos números cualesquiera a y b está definida la 
relación del orden, es decir, para dos números reales cuales- 
quiera a y b 

ó a = b (a es igual a b), 

6 a<b (a es menor que bh), 

ó6b<a (b es menor que a); 
al mismo tiempo, sia < byb< c, entonces a < c. 

VV. Propiedades de la operación de adición. 

En un conjunto de número reales está definida la ope- 
ración binaria de adición, es decir, a cualquier par ordenado 
de números (a; b) se le asigna un único número que se lla- 
ma suma de los números a y b y que se designa a + b; al 
mismo tiempo 

1) para cualquiera terna a, b, c 

a+ b+e=a=(b +0) (ley asociativa de la adi- 
ción); 

2) para cualquier par de números a y b 

a +b=bwa (ley conmutativa de la adición); 

3) existe un número que se designa con el simbolo O y 
se lama cero, tal que para cualquier número a 


a+ 0=a; 
4) para cualquier número a existe un número que se de- 
signa —a, tal que 
a + (—a) = 0; 
el número —a se llama opuesto al número a; 
9) sia < b, entonces para cualquier número e 


a+co<Zb+c. 


El número a > 0 se llama positivo, y el número « < 0, 
negativo. 
Para cualquier par ordenado de números (a; b) el número 


a + (-b) 
se llama diferencia de los números a y b, y se designa a — b: 
a —b=a + (—b). 
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II. Propiedades de la operación de multiplicación. 

En un conjunto de números reales está definida una 
operación binaria llamada multiplicación, es decir, a cual- 
quier par ordenado de números (a; b) se le asigna un único 
número que se llama producto de éstos y que se designa 
a-b, al mismo tiempo 

1) para cualquier terna de números a, b, e 

(a-b).c = a-(b-c) (asociatividad); 

2) para cualquier par de números a, b 

a:b= b.a (conmutatividad); 

3) existe un número que se designa con el simbolo 1 y 
que se llama unidad, tal que para cualquier número a 

ad == 4; 

4) para cualquier número a, distinto del cero, existo 

un número que se designa - , tal que 


a :4; 
a 


, 4 , » 
al número = lo llaman inverso del número a; 


5) sia <b y c>0, entonces a.c< bc; sia<b y 
c< 0, entonces a.c > b-c. 
Para cualquier par ordenado de número a y b (t es distinto 


de cero) el número a se llama cociente de la división de a 


entre b y se designa + : 


P 
Log 
yb oo $ 
IV. Conexión de las operaciones de adición y multiplica- 
ción. 
Para cualquier terna de números a, bye 


la + b)e = ac + b-c 


(distributividad de la multiplicación respecto a la adición). 
V. Propiedad de Arquímedes. 
Para cualquier número a existe tal número entero rn que 
n >a. 
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De esta propiedad se desprende, en particular, que para 
cualesquiera números a y b si a > 0 existe un número natu- 
ral n tal que 

n«a > bd. 


VI. Propiedad de continuidad. 

Las propiedades enumeradas más arriba 1---V son propias 
también para algunos otros conjuntos numéricos (por ejem- 
plo, para el conjunto de todos los números racionales). 
Un conjunto de números reales, a diferencia de un conjunto 
de números racionalos, tiene una propiedad más, esencial- 
mente nueva, la continuidad. 

Existen diferentes definiciones de la propiedad de con- 
tinuidad del conjunto de números reales. Una de ellas será 
citada a continuación y se denomina principio de segmentos 
encajados o axioma de continuidad del conjunto de números 
reales (según Cantor). 

Si se dan dos números a y b, a< b, entonces el conjunto 
de todos los números z para los cuales a < x< b, se llama 
segmento numérico y se designa la; b). El número b-—-a 
se llama longitud del segmento numérico. 

Un sistema de segmentos numéricos 


la, ; bl, la,; bal, -. .) lan; by | 
se llama sistema de segmentos encajados, si 


a1< ¿ES .. - $ An << On < dr -1< .. - 01. 
Respecto al sistema de segmentos encajados la,; bnl, n = 
=1,2,3,... se dice que la longitud de los mismos tiende 
a cero con el crecimiento de n, si para cualquier número 
e > 0 existe tal número rn, que para todos los números 
n > ny se cumple la desigualdad 


ba, — Gp < £. 


Principio de segmentos encajados. Para cualquier sistema 
de segmentos encajados existe por lo menos un número que 
pertenece a todos los segmentos del sistema dado. 

Del principio de segmentos encajados se deduce, en 
particular, que para cualquier sistema de segmentos en- 
cajados que tiende a cero en la longitud tiene nn único nú- 
mero que pertenece a todos los segmentos del sistema dado. 
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4.3. Representación de números reales por fracciones 
decimales. En vigor de la propiedad de Arquímedes para 
cualquier número no negativo a se halla un número entero 
no negativo N tal que 

NE€a<N +. 

Partamos un segmento numérico [N; N + 4] en diez 

partes iguales y examinemos los segmentos 


[N; N, 1), [N, 4; N, 2), ..., W, 9; N + 4). 
Existen dos casos: a no coincide con ninguno de los 
puntos de la división o a coincide con una de los puntos de 


la división. En el primer caso a pertenece sólo a uno de los 
segmentos enumerados, que designaremos f;: 


FT, =(N, ny N, n, + 1), 


donde nr, es una de las cifras 0, 1, 2, ..., 9. Si a es un 
punto de división, entonces como segmento /, eligiremos 
aquél, para el cual a es e] extremo izquierdo. 

Partamos el segmento /, en diez partes iguales y escoja- 
mos de los diez segmentos obtenidos aquél que contiene 
el punto a y para el cual e no es el extremo derecho. Desig- 
nemos el segmento elegido por 7/,. Continuando este pro- 
ceso, obtenemos un sistema de segmentos encajados 

Th=Í[N, ri ...Pa; ÑN, hip. .(ni +1), 
donde rn; (i=1,2,3,..., k) es una de las cifras 0, 4, 
2, . . ., 9. Cada uno de los segmentos f, contiene el punto a 
y para ninguno de estos segmentos el punto a es el extremo 
derecho. 

A las expresiones 


ÑN, Ri, ...PRa y ÑN, hina... (Rp + 1) 
las llaman respectivamente fracciones decimales convenientes 
inferior y superior del orden k y las designan a, y ar. Estas 
fracciones satisfacen las relaciones 
Is Y 
Ey < Uat 
CU h410 (1) 


_ 1 
2h — Tr = 40% 
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Las sucesiones (a,) y (as), formadas respectivamente por 
las fracciones convenientes inferiores y superiores, tienen 
los límites a y a 


lim N, np... rias YmN, rm ...(n.+1)=2e. 


k-= 00 - k—=00 

En vigor de la última de las relaciones (1) las fracciones 
decimales a y a son iguales, es decir, representan una misma 
fracción decimal. 

De otra parte, a es el único punto que pertenece a todos 
los segmentos f, con longitudes que tienden a cero. 

De tal manera, al número a de está asignada la frac- 
ción decimal N, nn, ...nj..., la cual se llama ¿inscrip- 
ción decimal (o representación decimal) del número a y se 
escribe 

a=NÑN, he. ..Pho... 


La correspondencia entre el conjunto de todos los núme- 
ros reales y el conjunto de todas jas fracciones decimales 
no es una correspondencia hiunívoca: a distintas fracciones 
decimales Jes puede corresponder un sólo número, es decir, 
a fracciones con la forma 


ÑN, Mi. RADO) y N, nia... (An + 1) (0) 
les corresponde un mismo número racional. Por ejemplo, 
el número racional + admite la inscripción en forma de dos 


fracciones decimales distintas: 0,25 y 0,24(9), de lo que 
es muy fácil convencerse, utilizando el algoritmo de la 
conversión de una fracción periódica infinita a una fracción 
racional (véase p. 5.5 del capítulo presente). 

Si examinamos el conjunto de fracciones decimales cuyo 
periodo se compone no sólo de la cifra 9 (a tales fracciones 
les llaman admisibles), entonces entre el conjunto de todos 
los números reales y el conjunto de todas las fracciones 
decimales admisibles se puede establecer una corresponden- 
cia biunivoca, en vigor de la cual se puede identificar el 
mismo número y su representación decimal. 

Partiendo de la definición de la suma, diferencia, pro- 
ducto y cociente de los números racionales, se puede intro- 
ducir el concepto de suma, del producto, de la diferencia 
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y del cociente de dos números realos cualesquiera (menos 
la división entre cero), y el concepto del valor absoluto 
del número rcal. 

Sean a y b dos números reales: 


a =NÑN y, Rifa. Mp. -; b=M, MMj¿-. Mp. 
Los números 


lim (a, +61) =a +0, 
koro _ 


lim (a,0,) = a-b, 
NL pl 


=» 00 


lim (A, — b,) =a—b. 
E - 


se llaman respectivamente suma, producto y diferencia de 
los números reales a y b. 
El número 


se llama cociente de los números a y bsi b 0. 
Para tal definición del cociente de dos números reales 
puede resultar que para ciertos kb, = 0. Pero en vigor de la 


condición b + 0 siempre se halla tal número k, que ba + 0 

para k> k, y entonces la sucesión as/b, debe ser examinada 

no para todos k EN, sino para k = ko, ko 4-1,ko-+2,... 
El número no negativo 


Ja |=lím] a, |. 
k = 00 


se llama valor absoluto (módulo) del número real a. 

4.4. Representación geométrica de un conjunto de núme- 
ros reales. Examinemos una línea recta (que vamos a lla- 
mar eje) con un punto arbitrario elegido en ella, que desig- 
naremos con la letra O (por ahora precisamente con la letra 
y no con el número cero). Elijamos cualquier otro punto £ 
que se encuentre en Ja recta a la izquierda del punto O. 
El punto O parte la recta en dos rayos: un rayo, al cual 
pertenece el punto £, se llama semieje positivo y un segundo 
rayo que se llama semieje negativo. Examinemos ahora el seg- 
mento de la recta con los extremos O y E (fig. 2.1). 
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Tomemos como unidad (al segmento OF también lo 
llaman segmento de escala) la longitud del segmento OZ 
que designaremos | Of |. Demostremos ahora la correspon- 
dencia entre los números O y 1 y los puntos O y E, supo- 
niendo que el punto designado con la letra Y corresponde 
al número cero y el punto designado con la lotra Z corres- 
ponde al número 1 (al punto O lo llaman también origen de 
las coordenadas). Ahora es muy fácil demostrar la correspon- 
dencia entre cualguicr número natural fijo y cierto punto 


—_. - ___—__ A — ————— 
0 E 


Fig. 2.1. 


de la recta, hicn determinado. Por ejemplo un punto que 
corresponde al número 5 se encuentra a da derecha del origen 
de las coordenadas a unn distancia igual a cinco longitudes 
del segmento OE; al número negativo entero » le asignamos 
el punto que se encuentra a la izquierda del punto O a una 
distancia igual a n longitudes del segmento OE: n. | O£ |. 
Por ejemplo, el punto «que corresponde al número 5 se en- 
cuentra a la izquierda del punto O a una distancia cinco 
veces mayor que la unidad de longitud. 

Asi sucesivamente, si tomamos el segmento unidad OÉ. 
lo partimos en n partes iguales y trazamos a la derecha del 
punto O la parle n del segmento OL, entonces el punto, 
cual es el extremo derecho del segmento Lrazado, se consi- 


» 1 . 
dera como el punte que representa el húmero —. Si braza- 


mos a la derecha del puuto (O la sama m de seumentos de 
longitud |Gf£ | entonces, el extremo derecho de la suma 


. . ... . m 
será un punto que representa el número posilivo racional + 


Análogamente se pueden construir log puntos que correspon- 
den a los números racionales negativos. 

Queda por señalar c) procedimiento de correspondencia 
de los números irracionales a los puntos de la recta. Supon- 
gamos que dl número positivo a es irracional. Construyamos 
las sucesiones de fracciones decimales convenientes para 
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el número irracional «: 


ar, lo, ly» .». .? (Un, ... . y 19 E 35 VER e. ..y ar, . . 0» 


Los términos de estas sucesiones son los números raciona- 
les, a los cuales corresponden los puntos adecuados de la 


recta. Construyamos un sistéma de segmentos la,;, a,); 


la, Qyl; . . - Tan; anti . . -, encajados uno en otro. La 


longitud de estos segmentos tiende a cero con el crecimiento 
de k. Estos segmentos tienen un sólo punto común, precisa- 
mente el punto correspondiente al número irracional a. 

De tal manera se puede aplicar el conjunto de todos los 
números reales R sobre el conjunto de Jos puntos de la 
recta. Es válido también lo inverso: a cada punto de la 
recta se puede asignar un único número real. 

Entre el conjunto de números reales y el conjunto de 
puntos de la recta existe una correspondencia biwnivoca 
y con frecuencia no distinguen estos dos conjuntos, diciendo 
simplemente «la recta numérica». 

4.5, Representaciones decimales de los números raciona- 
les e irracionales. Un número racional se define coma un 
número que puede ser escrito en la forma m/z, donde m y » 
son números enteros y n > 0. 

Examinemos tres cjemplos de representación de los dis- 
tintos números racionales en forma de fracciones decimales. 

Ejemplo 1. Escribir el número racional 1/4 en forma de 
fracción «decimal: 

4 4 
tu 0,25 


De los cálculos citados más arriba se ve que el proceso 
de división termina después de un número finito de pasos 
y el número 1/4 puede ser escrito en forma de la fracción 
decimal 0,25. 
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Ejemplo 2. Escribir el número racional 5/11 en forma 
de fracción decimal: 


es 14 
50 0,4545 
44 

60 
55 
* 50 
44 
60 
59 
+ a] 


Al examinar los cálculos citados más arriba, es muy fá- 
cil observar que si continuamos e) proteso de división, 
seguiremos obteniendo en el resto los números 6 y Í sucesiva- 
mente y cada vez, obteniendo como resto cl número 5, ompe- 
zamos de nuevo el ciclo de «división (en el ejemplo citado 
más arriba marcamos con estrellitas el comienzo de los tres 
primeros de estos ciclos). En este ejemplo el proceso de 
división no termina nunca, por consiguiente, el número racio- 
nal 5/11 se escribe como fracción periódica decimal infinita 
0,(45). ( 

Ejemplo 3. Escribir el número racional 131/0990 en forma 
de una fracción decimal: 


131 990) 
1310 0,132 
990 
* 3200 
2970 
2300 
4980 
+ 320 


lcn este ejemplo, al igual que en el anterior el proceso 
de división no termina nunca. Pero aquí la reiteración del 
ciclo de división comienza con un número, distinto al núme- 
ro del comienzo de la división (aquí so» los números 320), 
este número apareció en uno de los restos. Por consiguiente, 
el número racional 131/990 se escribe en forma «de fracción 
decimal periódica mixta 0,1(32). 
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Los tres ejemplos recién citados describen todos los 
casos posibles con los que tropezamos al escribir un número 
racional en forina de fracción decimal. Examinemos un 
número racional positivo arbitrario m/n, donde m y n son 
números enteros positivos (el caso de una fracción racional 
negativa puede ser examinado análogamente). Durante la 
división del número natural m entre el número natural n en el 
resto pueden aparecer sólo los números siguientes: 


0,1,2...,n— 1. 


Si durante el proceso de división en el resto aparece el nú- 
mero 0, el proceso de división se termina y, por cousiguiente, 
el número racional mín se representa como una fracción 
decimal finita. Si en el proceso de división el número cero 
en el resto no aparece, entonces por lo menos en el brans- 
curso de 2 — 1 paso surge inevitablemente la reiteración 
dej resto; a partir de este momento comienza un ciclo nuevo. 
La fracción decimal periódica infinita (mejor decir, una 
fracción decimal periódica admisible) es el resmitado de la 
división. 

De tal manera, cualquior número racional m/n es repre- 
sentable tanto en forma de una fracción finita como infini- 
ta periódica; y a la inversa, cualquier fracción finita y tam- 
bién cualquier fracción decimal periódica infinita es la 
expresión de cierto número racional. 

El número racional mín (m, n son números enteros recí- 
procamente simples y n-> 1) puede ser escrito en forma de 
fracción decimal finite cuando y sólo cuando el número rn 
tiene como «divisores simples suyos sólo los números 2 y .). 
Además el número ar no debe obligatoriamente tener entre 
sus divisores simples ambos números (2 y 0); este número 
puede dividirse sólo entre uno de ellos. Si 1 = 4, entonces 


8d ni .. . e, 
la fracción 7 también se escribe en forma de una fracción 


decimal finita. Por ejemplo, los números racionales 1/25, 
1/16 y 7/1, donde un es igual respectivamente a 25, 16 y 1, se 
representan en forma de fracciones decimales finitas: 


1 . to , po 
35 =- 0,04;  —-=>0,0623; q= 7. 
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Puesto que cualquier número real puede ser escrito en 
forma de fracción decimal y cualgnier número racional, o en 
forma de una fracción decimal finita, o cn forma de una frac- 
ción decimal periódica infinita, entonces cualquier número 
irracional puede ser escrito en forma de fracción decimal 
aperiódica infinita. 

Esta propiedad de los números irracionales a veces es 
considerada como definición de los números irracionales: 

Un número real, cuya inscripción decimal es una Írac- 
ción decimal aperiódica infinita, se llama número irracional. 

Propiedades de los números irracionales, A diferencia 
del conjunto de números racionales que era cerrado respecto 
a las operaciones de adición, sustracción, multiplicación 
y división (menos la división entre cero) el conjunto de 
números irracionales no tiene carácter cerrado para ninguna 
de las operaciones citadas. Para convencerse de que los con- 
juntos de números irracionales no tienen caracter cerrado, 
por ejemplo, respecto a la operación de adición, es suficiente 
indicar un sólo par de números irracionales, la suma de los 
cuales es racional. Como par de tales números pueden ser 
tomados, por ejemplo, los números 0,1010010001 ... y 
0,0101101110..., el primero de los cuales se forma mediante 
la sucesión de unidades, separadas respectivamente por un 
cero, dos ceros, tres ceros, etc., el segundo, mediante la 
sucesión de ceros, entre los cuales se encuentran una uni- 
dad, dos unidades, tres unidades, etc. Cada uno de estos nú- 
meros €3 un número irracional, mientras que su suma es un 
número racional, cuya representación decimal tiene la forma 


0,111...1...=0, 1)=+. 


La suma, diferencia, producto y resto «del número irracio- 
nal « y del número racional r son números irracionales. 

De esta propiedad de los números irracionales, en par- 
ticular, se deduce que, teniendo sólo un número irracional, 
se puede construie mediante números racionales una canti- 
dad infinita de números jrracionales, 

4.6. Algunos modos de demostración de la irracionalidad 
de los números. 

Demostración de la irracionalidad de los números basada 
en la definición del número racional. La irracionalidad de 


601477 
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ciertos números puede ser demostrada mediante el método 
de demostración por reducción «al absurdo». | 
Supongamos que, por ejemplo, necesitamos demostrar la 


irracionalidad del número Y 2. Supongamos que Y 2 es un 
número raciona), es decir, es un número que puede ser repre- 
sentado en forma de 


yi=2, (2) 


donde m y rn — son números naturales reciprocamente pri- 
mos. Para demostrar la imposibilidad de la representación 


del número Y 2 en forma (2) utilicemos la simplicidad reci- 
proca de los números m y n. O, mejor dicho, utilicemos el que 
los números m y n no son pares, en caso contrario la fracción 


— sería reducible. Elevando los dos miembros de la igual- 
dad (2) al cuadrado, obtendremos 


A4= 


m* 
" <> 2-.n2= m?. 


2 
El número 2.n* es par. Por eso mm? y, por consiguiente, m 


también debe ser par. Suponiendo m = 2-k, la igualdad 
2.n* == m? se puede escribir en la siguiente forma 


2.n? = (2-3? > 2.1? = 4k? => n = 2.k?. 


De la última igualdad vemos que el número n? es también 
par; por consiguiente, n es par también. Llegamos a la con- 
clusión que tanto m como n son números pares, mientras 
que la fracción m/n según la suposición es irreducible. La 
contradicción obtenida demuestra que el número Y Z no se 
puede representar en forma de mfn, y, por consiguiente, Us 
irracional. 

Anúlogamente puede ser demostrada la irracionalidad 
del número Y 3. Pero, a diferencia del caso anterior, el 
factor decisivo aquí €s que los números 7/2 y an no se dividen 
al mismo tiempo entre 3. 

Demostración de la irracionalidad de los números mediante 
el teorema principal de la aritmética. La irracionalidad de 
ciertos números se puede demostrar mediante el teorema 
principal de la aritmética (véase p. 1.3). Según el teorema 
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principal de la aritmética cualquier número natural única- 
mente so descompone en el produclo de factores primos. 

Por ejemplo, demostremos que el número lg 2 es irracio- 
nal. Supongamos que esto no es asi, es decir, que existon 
tales m y n naturales para los cuales 


lg2==, 6 210”, 


Elevando ambos miembros de la última igualdad a la poten- 
cia n, obtenemos 


2% = 10" — 2 = 27.3”, 


Según el ieorema principal de aritmética la igualdad 2" = 
<= 2%.5” es imposible, puesto que 2” es un número natural 
que para ningún valor de » se divide entre 5, puesto que m es 
número natural. Por consiguiente, el número lg 2 es irra- 
cional, 


Un métado general de demostración de la trracioralidad de una serie 
de números (incluso la irracionalidad de ciertus valores de funciones 
trigonométricas). Un método bastante general de demostración de la 
irracionalidad de dos números se basa en el teorema siguicnte: 

Si la ecuación algebraica 


PS TES A ET ETE 
. . , . y » jm. 
cuyos coeficientes 30n números enteros tiene una raíz racional — 
n 


(los números m y n son recíprocamente primos), entonces el número 
es divisor del número », y el número » es divisor del número ny. 
Examinemos ahora la ecuación que tiene la forma 


A A IET E E 


cuyos coecficienles son números enteros y el mayor de los coeficientes 
es igual a 1. Si esta ecuación tiene una raiz racional, entonces según 
el teorema citado esta raíz es entera y es divisor del número »;. El 


número Y 7, donde k y a son números positivos enteros, o es irracional, 
v es entero. En el último caso el número a es la potencia k de un nú- 
mero entero. 

La demostración de la irracionalidad de los números mediante 
el teorema formulado se realiza de la manera siguiente”): 

1) Se escribe una ecuación algebraica de la potencia natural más 
pequeña con coeficientes expresados cun números enteros, una de las 


*) El método que exponemos a cuntinuación puede ulilizarse 
sólo para demostrar la irracionalidad de los números algebraicos 
(véase y. 4.7). 


+ 
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yuices de esta ecuación es conocida de antemano, el número a, cuya 
irracionalidad hay que demostrar. 

2) Se hudlan los divisores primos del primer cucficiente ny de la 
ecuación obrenida y del término libre 2,. De los números enteros obte- 
nidos se componen lodos los números racionales posibles cuyo nume- 
rador es el divisor del número nr, y el denominador es el divisor del 
número ny. Entonces, según el teorema formulado más arriba, sólo 
estos números racionales pueden ser las raíces racionales de la ceun- 
ción dada. 

3) Comparando estas raíces «potencialess con el número dado a, 
muestran que ninguno de los números racionalos construidos cs igual 
al número a, lo que demuestra que el número a es irracional. 


l'jemplos. 1. Vemostremos que el número Y 2— Y/3 es irracional. 

Supongamos que 7 == Y23— Y 3. Entonces x-+ y 3 =Yy2. 
llevando umbos miembros de la igualdad al cubo, después de unas 
transformaciones no complicadas obtendremos la ecuación 


449 22 3 Y 3(12 + 1). 


llevando ambos miembros de la última ecuación al cuadrado, después 
de la reducción de términos semejantes obtendremos la ecuación 


ai — 015 — 44% |- 2722 — 36x — 23 = 0, 


Del procedimiento de construcción de esta ecuación se desprendo 


que el número 2 — Y 3 es su raíz. Por otra parte, las únicas raíces 
racionales posibles de esta ecuación son los números —- dividores ente- 
ros del número —-23, es decir, +4, —41, 2-23, —23. La sustitución 
directa de estas números en la ecuación muestra que éstos no son sus 
raices. De esta manera, nuestra ecuación no tiene raíces racionales 


y el número J¿2— Y 3 es de antemano irracional. 

2. Demostremos que cos 20% es un número irracional. 

Según la fórmula del argumento triple cos 60” = 1/2, cas 20 
se relaciona con la fórmula 


cos 6U” =. 4 cos3 20? — 3 cos 207. 
Al denominar eos 20? == x, escribiremos la última igualdad en 


la siguiente forma 
8,43 — Ur zi = Dd. (35) 


El número 7 — eos 20% es la raíz de esta ecuación. Aplicando a esta 
ecuación el teorema formulado más arriba, vemos que sus unicas raices 
racionales posibles son los números +4, +1/2, 3:1/4, +1/8. Susli- 
tuyendo estos números en la ecuación (3), podernos convencernos que 
ninguno do ellos es raíz de esta ecuación. Por consiguiente, nuestra 
ecuación na tiene raíces racionales y por eso el número cos 20 es 
irracional. Es necesario subrayar que el procedimiento de la utilización 
directa de la fórmala del argumento triple no sirve para la demostra- 
ción, por ejemplo, de la irracionalidad del número cos 10%, puesto 
que la ecu..ción algebraica de la tercera potencia, cuya ruiz es r = 
= cos 10”, tiene los coeficientes irracionales. La irracionalidad de 
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cos 10” se puede demostrar en dos etapas: primeramente demostrar 
que cos 20% es un número irracional, después, utilizando la fórmula 


1 -+ cos 20% == 2 cos? 102, 


mostrar, haciendo uso del método de la demostración por reducción 
al absurdo que cos 10 no puede ser un número racional. 

Indiquemos además un principio simple que permite demostrar 
la irracionalidad de muchas funciones trigonométricas: 

Si el ángulo 8 es tal que el número cos 20 es mn valor irracional, 
entonces cos (0, sen 9, tg 8 también son irracionales. 

Para convencerse de que esta afirmación es válida cs suficiente 
utilizar el método de la demostración por reducción 11 absurdo, uti- 
lizando previamente las fórmulas del argumento medio y la identidad 
trigonométrica conocida 


4 
2 ad ems 
14+tg20= EV 


Así pues, supongamos que sen O es un número racional; entonces 
2 sen? Q es también un número racional. Puesto que sen? O y cos 20 
se relacionan por la igualdad 


3 — cos 28 = 2 sen? (, 


de la racionalidad de 2 sen? 0 se deduce la racionalidad de cos 20, 
La contradicción obtenida demuestra que tanto sen (0, cono cos 20, 
son irracionales. 

4.7. Números algebraicos y trascendentes. Un conjunto de núme- 
ros reales, además de estar dividido en un conjunto de números racio- 
nales y un conjunto de números irracionales, puede ser dividido en 
otros dos conjuntos: en un conjunto de números algebraicos y un con- 
junto de números trascendentes. 

Un número real que es raíz de ciería ecuación algebraica con los 
covficientes enteros Ro, Rys ++ +) Rp-]p 14 cuya forma es 


A E A E EE Y 
se lama número  algebraico. 
Un número real que no es raíz de ninguna ecuación alrebraica 
con cocficientes enteros se llama número trascendente. 


El conjunto de todos los números racionales cs un subconjunto 
del conjunto de números algebraicos, puesto que cualquier número 


m , . 
racional — es la raíz de la ccuación de primer grado 
n 


nz —m =0. 


De aquí se deduce también que cualquier número trascendente es 
irracional. 
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_La pertición de un conjunto de números reales en distintos sub- 
conjuntos puede ser representada esquemáticamente como sigue: 


Racionales (todos ellos son algebraicos) 


Algebraicos 


Números reales — | 
Trascendentes 


Irracionales — 


Racionales 
Irracionales 


Trascendentes (todos ellos son irracionales) 


Algebrhicos — il 
Números reales — 


Ciertos números trascendentes. En el p. 1.6 fue demostrada la irra- 
cionalidad de ciertos números, en particular, la irracionalidad del ly 2. 
Al mismo tiempo el lg 2 es número trascendente. Por primera vez la 
suposición acerca de la trascendencia del número 1g 2 fue mencionada 
por L. Euler en el siglo XVI1I. La demostración de la trascendencia 
del número lg 2 es más complicada que la demostración de su irracio- 
nalidad y sc basa en métodos mucho más genéricos y profundos que 
aquellos que ase utilizan para la demostración de su irracionalidad. 
La trascendencia del número lg 2 se desprende del siguiente teorema 
general: 

El número ad es trascendente, si los números a y Lbson algebraicos 
(log casos a = 0, a =1 y el caso de b racional están eliminados). 

Los bien conocidos números e y rx. son también trascendentes, su 
trascendencia fue demostrada a fines del siglo diecinueve. Anotemos 
que el problema de algebraidad o de trascendencia del número x se 
relaciona estrechamente con Ja solución de un problema geométrico 
formulado algunos siglos amtes de nuestra era. Este problema se Hama 
problema de la cuadratura del círculo y se formula de la manera siguien» 
te: 

qa posible construir un cuadrado cuya área sea igual a la de un 
círculo con un radio igual a la unidad utilizando para ello sólo un 
compás y una regla? 

Se sabe que mediante un compás y una regla se pueden construir 
sólo tales figuras geométricas, cuyas áreas se expresan mediante un 
número algebraico. Por eso la trascendencia del número rrannestra la 
imposibilidad de solución del problema sobre la cuadratura del cir- 
culo. 

Y a la inversa, los valores de las funciones trigonométricas para 
ciertos valores del argumento (por ejemplo, los valores de cos 20” y 
sen 10, da irracionalidad de los cuales fuc demostrada en el p. 4.6) 
son núnturos algebraicos, lo que se desprende del teorema siguiente: 

Para cualquier número racional r Jos números sen (90? -»), 
cos (90% -r) y tg (90% .r) son algebraicos. La única restricción que es 
necesario tener en cuenta consiste en lo siguiente: en el *caso de 
tg (DO .,) el número r debe ser tal que el número tg (90*.r) exista. 

Anotemos en conclusión que el conjunto de todos los números 
algebraicos forma un conjunto numerable y el conjunto de todos los 
números trascendentes forma un conjunto innumerable, 
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4.8. Potencias y raíces. La propiedad de asociatividad 
de la multiplicación de números reales permite introducir el 
concepto de potencia natural de cualquier número real: 

el número real b que se obtiene como resultado de la 
multiplicación del número a por sí mismo n vecos: 

b=4a:-4:4:- ... :a 
“Ta factores 


se llama potencia natural n. 
La potencia rn del número a se denota a” y se escribe 


El número « se llama base de una potencia y cl número n, 
exponente de una potencia. 

Para a e 0, según la definición a? == 1; 0% no está defi- 
nido. y 

Ñ > . . 1... 1 e 

Para a 3% 0, según la definición 47” = mm (n es un nú- 


mero natural). 

La única solución positiva de la ecuación 1” = ase llama 
raíz de n-ésima potencia (o raíz aritmética de n-ésima poten- 
cia) del número real positivo «e. 

La raíz de n-ésima potencia del número a se designa con 


Va 6 arm. La raíz de segunda potencia (raíz cuadrada) 
suele designarse simplemente Y a. 


1 
Para a =0, y0=0 6 0% == 0, 


Si un número real a es negativo, ln raiz de n-ésima poten- 
cia del número a se halla sólo para n impar como solución 
única real negativa de la ecuación 2” = a. 

La raíz de n-ésima potencia del número real negativo a 


se designa con el mismo símbolo Y a (n es impar). 
, apo » s m 
El número (Y a)” se lama potencia racional — (m es 
entero, rn es natural) del número real positivo a. 


*) El símbolo 'Y ” tumhién se llama radical de n-ésima potencia. 
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La potencia racional del número e tanbién se escribe de 
la siguiente forma: 


1 1 $" mu 


2 
(Ya (ay (ay Y aa. 


De la definición de la potencia racional de un número 
positivo se deducen Jus igualdades 


rm E "m-»” 


Va Y as Y art”, 


ett 


V va Va. 


V ab: Y ayb, 


r qn 

Y e_. 194 
nn — MH +. 

lo ) b 


Una potencia con cualquier valor real del exponente pue- 
de ser introducida,per ejemplo, de la manera siguiente. 

Supongamos que b es un número real escrito en forma de 
fracción decimal infiniti: 


17) =- ÑN, Ni, Na, % . 3 LA . .9 


y sea (b,) una sucesión de fracciones decimales convenientes 
inferiores del orden Ak para el número b, es decir, 


b, =N, tir da = Na, My, Mor. da == ÑN, My, Mor. 


. ». 2 . . . 


Para cualquier número positivo « se puede formar una 
sucesión infinita 


ams ares as... 


El limito de esta sucesión se denota a” y representa una 
potencia real del número 4, 
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Do la definición del númncro qe Sp deducon las teuridades 
14 
qaR o. qe ar, 


ae 
o. - | 
o ES | 1 


e 


(aby ade, 
ya 


El y a 
(7 muero py . 


4.9, Logaritmos. Sea a un atíimnecro real postlivo que 
se distingue de la unidad y 4, cualquier número real positivo. 
El número dosignado Jog,*M, tal que 


atra + M 


se llama logaritmo del número MM respecto a la base e. 

Jl logaritmo Jog, 4 del número positivo 4H para la base 
positiva e distinta de la unidad se puede definir también 
como la solución de la ecuación 


74 y A ¡ - 


Las propiedades principales de los logaritmos: 


log,a 1 (a>(0, 23%1); 
log, (a*) kk  (a>0, aX 1); 
dog, (11,M o) — 108, M4 Log, MM, (37, >0, A1,>0); 


log, (7) = lg, M, —log, Mo (4, >0, 12, >, 


log, (0%) == c log, $; 


log), e y) 


lor, e -- S log. -- — ———— 
8a ¡NA a »] En E Log. u . 


Los togaritmos decimales (logaritinos respecto a la hase 10) 
log,,2 suelen denotarse Ig e. 

Los logaritmos naturales (os decir, los logaritmos respecto 
ú la base e -- 2,7182831828 ...) log,a suelen designarse In a, 
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Los logaritmos decimales y naturales so relacionan por 
las siguientes igualdades 
In 


Ina =1n 10-1g a =(2,30259 ...)lga, 


lga= 2 =lge-Ina= (0,43429 ...) Ina. 


8 5. Fracciones decimales 


5.1. Sistema decimal posicional de numeración. El modo 
más difundido para escribir los números es el empleado en el 
sistema decimal posicional de numeración )*. La esencia de 
este modo de escribir los números consisto en lo siguiente: 

1. Todos los números raturales desde la unidad hasta el 
nueve se designan con los siguientes simbolos individuales: 


1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 


A estos simbolos se une adicionalmente cl décimo signo O, 
que es cl símbolo del cero. Los diez símbolos enumerados se 
llaman cifras del sistema decimal de numeración. , 

2. Una misma cifra tiene distinto sentido según la posi- 
"ción de esta cifra respecto a las demás en la escritura del 
número (en esto consiste el carácter posicional del sistema 
de numeración). Así, por ejemplo, en el sistema decimal 
posicional de numeración las combinaciones 4524 y 4125 de 
cuatro cifras distintas 1, 2, 4, 5 dan la expresión de dos 
números naturales distintos. 

La cifra que se encuentra en el primer lugar a la derecha 
en la expresión dol número natural indica la cantidad de 
unidades que contiene el número dado; la cifra que se en- 
cuentra cn e) segundo lugar indica la cantidad de decenas; 
en e] tercer lugar, la cantidad de centenas; cn el cuarto lu- 
gar, la cantidad de millares, etc. 

Para escribir un número natural en el sistema decimal 
posicional de numeración se dice de la primera cifra situada 
a la derecha, que ella so encuentra en el orden do unidades, 
de la segunda se dice, que se encuentra en el orden de decenas; 
de la tercera, que se encuentra en el orden de centenas, etc, 


*) En la práctica se suele omitír la palabra «posicional» y se 
dice sólo «sistema decimal dle numeración», | 
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En el sistema decimal de numeración la expresión 
Rial -19k —-29» . «Ay Mos 


donde Ra, aci kg +. .) My My SON Cifras, es la expresión 
condicional del número 


ny: 10* + Rp a 10% + Ry 910% + ...» 
. ».. +- n,-10 + Ro» (1) 


Para escribir un número natural en el sistema decimal 
de numeración suele emplearse también la regla siguiente: 
cualesquiera de las diez cifras, inenos el cero, puede ser la 
última cifra a la izquierda de la inscripción. Así, por ejem- 
plo, se suele escribir el número doce en forma de 12 y no 
012 6 0012. Gracias a esta regla desaparece la posible snul- 
tiformidad en la escritura de un mismo número. 

El sistema decimal de numeración es uno de los muchos 
sistemas posicionales de numeración posibles. Así pues, todos 
los cálculos realizados por las computadoras electrónicas se 
ofectúan mediante ol así llamado sistema posicional binario 
de numeración. Los números en el sistema posicional binario 
de numeración se escriben mediante dos cifras: el cero (0) 
y la unidad (1). 

En el sistema posicional binario de numeración la escri- 
tura 


Tn Tr -18n -%o . «1,09» 


donde 2, Cp -1) Un=q, » - »» 41, €) Son cifras del sistema binario 
de numeración que representan la escritura abreviada del 
número 


Ap: 2" -$- ly A ES Ue ho.. 


.* 1 - .* 0 
» -1- (A; 2 | Ma 2 . (2) 
Hjemplo. En el sistema posicional binario de numeración 


el número Y se escribe como 1001. 


Es muy fácil convencerse en esto, si escribimos el número 
1001 en forma de (2): 


1-23 4 0-22 4 0-2 + 1-20 0, 


5.2. Concepto de fracción decimal. La fracción decimal 
es una forma de escribir el número real en el sistema decimal 


” 
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posicional de numeración. La fracción decimal 
Ñ, My, To, Na, . o. »q Nr. . .9 (3) 


donde N es un número entero y R,, Ra, Mar . « ., Ma, - + +, Cifras 
del sistema decimal de numeración, os la expresión condi- 
cional del númoro real 


MN Nh 
N == + + A a 


El número enlero N se llama parte entera de la fracción 
decimal (3). De la cifra n,, que se encuentra en da fracción 
decimal (3) en el primer lugar después del punto, se dice 
que se encuentra en el orden de décimas partes de la unidad; 
de la cifra 2,, que se encuentra en el segundo lugar, se dice 
que se encuentra en el orden de centésimas partes de la 
unidad; de la cifra n¿ que se encuentra en el orden de milé- 
simas partes, ete. 

Conforme a la definición de fracción decimal dada más 
arriba, en caso quo N sea un número entero negativo, el sig- 
no menos no se escribe delante de toda da fracción, sino 
sobre el número | Y |. Por ejemplo, una fracción decima) 
2, 135... es la expresión condicional del número real 


—2 .|- 0,135... 


Debemos subrayar que para Y negativo tal expresión de 
la fracción decimal en una serie de casos (por ejemplo, para 
efectuar acciones aritméticas) es bastante incómoda. Por 
eso, Muy a menudo, se usa otra forma de inscripción: 

Sea a un número real positivo que tiene la representación 
decima) 

= 3,521. 


El número —a inverso del número a, conforme a la de- 
signación citada más arriba tendrá la representación decimal 


—a = 4,479, 


Para ovitar la lesconformidad en las designaciones de 
los números reales y sus representaciones decimales, tam- 
bién se escribe el número —a en la forma siguiente: 

1) 4 


ao 35% 32 2_2_1 


$ $. Fracciones decimales 03 


La fracción decimal N, 2,, Ay, ig. . .1tz.. «Se lama infini- 
ta, si para cualquier /h natural existe un número l>¿k 
tal que 1, 40. 

La fracción decimal N, nino; ... Mp... se Jlama 
finita, si existe tal número natural £ que n, 0 y n, =0 
para todos l > k. Las cifras N, ny, ny, .. ., ny Se llaman 
cifras significativas. 

En la escritura de una fracción finita suelen omitir los 
ceros que se encuentran después de la última cifra significa- 
tiva, es decir, la fracción 


NÑ, RiRgfiga . 300. ,D..., 


donde r; > 0, se escribe en la forma siguiente: 
F 
Ñ, N¡RoAMg. » Mp. 


Fracciones decimales periódicas. Una fracción decimal 
ÑN, Riola. «Mag» +. Se lama periódica, si existen tales 
números naturales p, q QUO Ri+p = Ra para todos k > q. 
Para la designación de una fracción decimal periódica in- 
finita se usa la expresión N, R,R¿...Mq (Agriqr+e- + «Mg+p)» 
donde un conjunto de cifras €7+¡Ng+g. - Rg+p Se lama 
período de la fracción. 

A veces las: fracciones periódicas suelen dividirse en frac- 
ciones periódicas puras, las cuales se escriben 


NÑN, (MyRy. . Rp), 
y las fracciones periódicas mixtas que se escriben 


Ñ, Ritz. Py (Rrsizo + 4) (> 1). 


Por ejemplo, 2,131313. .. = 2,13) es una fracción pe- 
riódica pura y 2,41313. .. = 2,4(13), una Jracción periódica 
mixta. 

La partición de un conjunto de fracciones decimales cn 
subconjuntos de fracciones finitas e infínitas es bastante con- 
dicional, puesto que cualquier fricción decimal finita 
(menos el número cero) puede ser escrita como una fracción 
periódica infinita. Esto se puede hacer con un procedimiento 
evidente, por ejemplo, representando una fracción decimal 
finita 0,25 como 0,25000, ..0. .. = 0,25(0), es decir aña- 
diendo a la fracción finita una cantidad infinita de ceros. 
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Las fracciones decimales infinitas, cuyo periodo consta 
no sólo de una cifra 9, se llaman fracciones decimales admi- 
sibles. 

En un conjunto de fracciones decimalos adrnisibles puede 
ser introducida la relación del orden, es decir, el conjunto 
de todas las fracciones decimales admisibles es un conjunto 
ordenado. 

Las dos fracciones decimales infinitas admisibles 


N, GUDIEN . «Hpo e... y mM, m,mMayMga. e » My .. . 


se consideran iguales, si la parte entera de la primera frac- 
ción esigual a la parte entera de la segunda fracción (N = M) 
y las cifras que se encuentran en las mismas posiciones de 
estas fracciones son iguales: 


my — mM, Ra = Ma, . . 0.9 > —= Ma, .... 


La fracción decimal infinita admisible O, n,nga. .. 
« «Rx... Se considera menor que la fracción decimal infinita 
admisible O, M+4IMyIM y e. Mz . e 


0, Ry IogN a e. Na e .o s. << 0, m,tTrRa<aNy < » . Mr . 4... 
si se halla tal número Ak para el cual 
Py = Mi, Ra = May ++», Ph=y = Mh=iy POTO a My, 


es decir, la comparación de las fracciones decimales se efec- 
túa por el primer par de cifras desiguales. Por ejemplo, la 
fracción 0,72159. . . es menor que la fracción 0,72160..., 
puesto que las tros primeras cifras que se encuentran después 
del punto coinciden en ambas fracciones y la cuarta cifra de 
la primera fracción es menor que la cuarta cifra de la segun- 
da fracción. 

La fracción decimal admisible N, n,noang. . . Rp» + + Se 
considera menor que la fracción decimal admisible 
M, m,m¿m;,...Mx..., Si la parte entera de la primera 
fracción es menor que la parte entera de la segunda fracción 
(N < M), o, si las partes enteras de estas dos fracciones son 
iguales (N = M), la fracción decimal 0, n,rn¿N¿...Ry.-. 
es menor que la fracción decimal O, 1m,M¿M3. . Mp. +. 

La comparación de dos fracciones finitas y también de 
una fracción finita y una fracción decimal infinita admisible 
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se efectúa por las mismas reglas que la comparación de dos 
fracciones decimales infinitas admisibles. 

5.3. Operaciones aritmélicas con las fracciones deci- 
males finitas. Antes de empezar la descripción do las re- 
glas de las operaciones aritméticas con las fracciones deciina- 
les es necesario hacer una advertencia. Vamos a escribir las 
fracciones decimales negativas en la forma que hemos acep- 
tado en el p. 4.3, es decir, vamos a considerar que si un 
número positivo e puede ser escrito en forma de una fracción 
decimal finita 

No, Milo. - - Ph, 


entonces el número negativo a se escribe en forma de fracción 
decimal negativa 
—No, No. . «Rp. 


Por ejemplo, un número negativo — 7 escribe —1,48 


25 
y no 2,92. 

La utilización de Lal forma para escribir las fracciones 
decimales negativas permite realizar vporacionos aritméticas 
con las fracciones negativas en muchos casos análogamente 
a las operaciones aritméticas con los núlncros enteros nega- 
tivos. 

La adición y sustracción de fracciones decimales finitas 
se efectúa según las mismas reglas que la adición y sustrac- 
ción de números enteros; sólo es necesario escribir cada 
orden de una fracción bajo el orden de la misma denomina- 
ción de la segunda fracción y en Jugar de los órdenes que 
faltan escribir ceros. 

Ejemplo 4. Sumar las fracciones 2,14 y 0,101. 

Escribamos la fracción 2,14 en la forma 2,140 y realico- 
mos la adición de números enteros 2140 y 101: 


2340 )- 101 =- 2201, 


separando a la derecha del número entero 2291 el mismo n úbie- 
ro de signos que fue separado en las fracciones 3,140 y 0,151 
(precisamente Lres signos), de resultas obtendremos la frac- 
ción 2,259, la cual es la suma de las fracciones dudas. 

La multiplicación de las fracciones decimales finitas 
se efectúa de Ja manera siguiente; sin fiar la atención en 
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las comas, las fracciones finitas se multiplican como los 
números enteros; on el productó obtenido separan a partir 
de la derecha un número de signos igual a la 3umá del núme- 
ro de signos después de la coma pará: todos los factores. 

Ejemplo 2. Hallar el producto de los fracciones decima- 
les finitas 2,1 y 0,27. “ 

Multiplicando los números enteros 21 y 27 (se puede des- 
preciar el cero en el número 0,27), obtendremos el número 567. 
Separando de la derecha tres signos, obtendremos que el 
producto de las dos fracciones dadas es igual a 0,567. 

La división de una fracción decimal finita entre un nú- 
mero entero se efeciúa de la manera siguiente: 

1) Sí el dividendo es menor que el divisor, escribimos 
en la parte entera del cociente un cero y después la coma. 
A continuación, sin fijar la atención en la coma del dividendo 
añadimos a la parte entera del dividendo la primera cifra de 
su parte fraccionaria; si después de tal adición se obtiene un 
pbúmero que es menor que el divisor, esribimos en el cociente 
después de la coma on cero y añadimos al número anterior 
obtenido la cifra siguiente del dividendo; si despues do esta 
acción obtenesnos un número menor que el divisor, coloca” 
mos otro cero más, etc,, hasta obtener un número mayor que 
el divisor. En adelante la división se efeclúa de la misma 
manera que con los números enteros, al mismo tiempo, el 
dividendo se puede «extender» infinitamente hacia la derecha 
del punto, escribiendo ceros al final. 

Ejemplo 3. Dividir la fracción decimal 0,523 entre 2. 

Según la regla citada el cálculo del cociente va a tener 
el siguente aspecto: 


0,525 pl 
5 [0,2625 
Ue 
12 
4 
) 
— 
11) 
0 


Puede suceder que el proceso de división no termine nunca. 
in tal caso el cociente nu se puede expresar mediante una 
fracción decimal finita. 
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2) Si el dividendo es mayor que el divisor, dividimos 
primeramente la parte entera, escribimos en el cociente el 
resultado de la división y ponemos el punto. Después conti- 
nuamos la división como en el caso anterior. 

La división de una fracción decimal finita entre una 
fracción decimal finita se efectúa según la regla siguiente: 

Para dividir una fracción decimal (o un número entero) 
entre una fracción decimal, omitimos la coma en el divisor; 
pasamos del dividendu hacia la derecha en tantos signos, 
cuantos contiene Ja parte fraccional del divisor (en caso de ne- 
cesidad añadimos al dividendo algunos ceros al final). Des- 
pués realizamos la división de una fracción decimal entre un 
número entero de la manera descrita anteriormente. 

Así, por ejemplo, la división de Ja fracción decimal 
0,025 entre la fracción 0,2 se reduce a la división de la frac- 
ción decimal 5,29 entre 2. 

Las operaciones aritméticas con las fracciones decima- 
les periódicas infinitas son bastante complicadas y volumi- 
nosas, por eso es mucho más cómodo hacer lo siguiente: trans- 
formar las fracciones decimales periódicas infinitas, con las 
cuales tenemos que realizar operaciones aritméticas, en frac- 
ciones racionales; efectuar con éstas las operaciones necesa- 
rias; si es necesario, transformar en decimal la fracción ob- 
tenida como resultado de los cálculos. 

5.4. Conversión de una fracción decimal finita en fracción 
racional. Sea N. 2», tz ... ng Una fracción decimal finita; 
N, la parte entera de esta fracción y 2,, Ras +. ., My, SUS 
cifras significativas. Construyamos una fraceión racional, 
cuyo numerador es el número 2,2,. . .2; *) y el denomina- 
dor, 0] número 10%, es decir, la fracción 


Hija ..- Ph 
111% 
Aíñtudimos a ésta la parte entera de la fracción decimal dada. 
De resultas obtenemos Ja Tracción racional buscada. 
Ejemplo. La fracción decimal finita 2,139 se escribe en 
forma de la siguiente fracción racional: 


( O TITAN 135 2135 
2,135 2: 0,185 =2 +3 50 


*) Aquí tenemos Una escritura, y ño una multiplicación. 
1-01477 
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y la fracción decimal finita 1,091, en la forma de 


1,091 = —1 40,04 =—14 E =— 20 


5.0. Conversión de una fracción periódica infinita en 
fracción racional. 

1) Representemos la fracción decimal periódica infinita 
O, RR. - Ri (Rgy] > - - Pa +p) como la suma de una fracción 
decimal finita y otra períódica infinita: 

0, AR ¿Ma e... Ph (a+ roo Th+p) —= 
=0, n,¡n, e... nj, +0, 0 ...o O (Rar > e. Ma+ p)- 
k 


2) Representemos la fracción periódica infinita 0, O. . .0 


A nd 
R 


(Mr+i- . -Rr+p) en forma del producto: 


0, 00... 0 (Rar ... Rh+ p) = 700 (Uariltp+z ... Rh+ p)- (4) 
ar, yaa) 
k s 


3) Escribamos la fracción periódica pura O, (Ra+pMa+g- . > 
.. «Nh +p): 


Previas ++» Mp 


O, (Mhrr1BRes +: RAP E Ti y + 
AO ES MS 77 Rh+1Pkh99 ->- Rksp 
101P cn 10? 


rt +]. 


4) Calculemos la suma de los términos de la progresión 
geométrica decreciente infinita que se encuentran entre cor- 
chetes. La suma es igual a 


40» 
10P — 1 


y, por consiguiente, la fracción periódica pura 0, (Aj 41x+3» - 
- - «tx 4p) se escribe en forma de la fracción racional siguien- 
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te: 
0 PherMh+g +: Ph+p 
? (Mar h+2 ... ht p) —= 109 
tor PrhriPkea ->« Mk+p 
1094 — 10» -— 1 


Ahora, teniendo en cuenta la igualdad (4), es muy fácil 
escribir la fracción decimal 0, n,Ra. . -R4 (Ay 41NMp4gr > > 
. Rx4p) en forma de fracción racional: 


O, ¡Pa -.. Py (Prrillnso ++ Mty) = 


1 Vh+1Pkh+38 :-- Ph+p 


= 0, $n,¿Mo r». rre 19 — 1 = 


rn, $. PREPNA+IPMR + e.» Rk+ p —Hj¡Rs ... TA 
104 (10P—1) 


De tal manera, la regla de conversión de una fracción 
decimal periódica mixta en una fracción racional se puede 
formular así: 

Para convertir una fracción decimal periódica mixta en 
otra racional, es necesario del número formado por las cifras 
que se encuentran detrás de la coma antes del comienzo del 
segundo período restar el número formado por las cifras que 
se encuentran detrás de la coma y delante del primer período; 
tomar la diferencia obtenida como nominador de la fracción 
y en el denominador escribir la cifra nueve tantas veces, 
cuantas cifras haya en el período y con tantos ceros, cuantas 
cifras haya entre el punto y el periodo. 

Ejemplos. 1. Escribir la fracción periódica pura 2, (13) 
en forma de fracción racional. 

Representemos esta fracción en la forma 


—» 
—A 


2, (13) =240, (13) =2+ +00 +--= 


13 , 43 13 1 UN 
22 4 lr +0). 


Entre paréntesis se encuentra la suma de los términos de una 
progresión geométrica decreciente infinita con el primer 


término igual a 1 y el denominador q = a , 


7* 
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Si utilizamos la fórmula para la suma de los términos de 
la progresión gométrica decreciente infinita, obtenemos 


43 402 13 211 
2, (13) = TIC == =2+-=q4 a METICIA 24 5 99 
ETTES 


De gsta manera, la fracción decimal periódica 2, (13) puede 
anat 211 
ser escrita en forma de la fracción racional <p - 
2. Escribir la fracción periódica mixta 2,5 (13) en forma 
de una fracción racional. 
Representemos la fracción 2,5 (13) en la forma siguiente: 


2,5 (13) =2+0,5+0,0(13)=2+0,5 er -0, (13). 


Después es necesario escribir la fracción periódica pura 
0, (13) en forma de fracción racional análogamente a como 
se hizo en el ejemplo 1 y efectuar la adición. 


$ 6. Fracciones continuas 


El algoritmo de Euclides (véase p. 1.5) por el que se halla el . 
máximo común divisor de dos núsueros naturales conduce a un pro- 
cedimiento bastante interesante de representación de los números 
racionales. 

Por ejemplo, la aplicación del algoritmo de Euclides a los núme- 
ros 840 y 611 da la siguiente serie de igualdades: 


840 = 1-611 + 229, 
611 -—- 2-229 + 153, 
229 - 1-153 -— 76, 


153 2-76 + 4 
Y 
840 223 1 229 T6 1 
naa mu > 
229 76 
611 153 4 453 ,, 4 
A TS 
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Combinando las últimas  ¡gualdades, llegamos 
presentación del número racional a en la forma 
+ 1 
2+ r 
Í+—q 
2+35 


Examinemos ahora la cadena de igualdades del al 
Euclides para la obtención del máximo común divisor de 
naturales m y un: 


Th-a = "h=1 74 E Th 
Ph] =— Fa Maz 


donde rn > Tr >"3>'"3>... >5a >0. 
Reescribimos esta cadena de igualdades en la forma 


“om+— 
n 1 n ? 
Eme, 
.= sz, 
sen =ma+ 1 
mn —Mhk+1 


101 


a Ja re- 


siguiente: 


oritmo de 
bs números 


Cada una de las igualdades citadas (a excepción de la última) 
describe la eliminación de una parte entera de una fracción impropia, 
es decir, representa una fracción impropia en forma de la suma de un 
número natural y de cierta fracción propia. Anotando que el miembro 
primero de cada igualdad es una magnitud inversa al segundo sumando 
del miembro segundo de la igualdad anterior, se puede escribir el 


LA U m a E » 
número racional —, utilizando sólo los números my, my, My, +. + 
Tr 
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es Mp, Mp4 > 


Mk+1? 


donde my, My, M4, « - -+ May 80M números naturales y m,, un nú- 
mero natural o cero. 

La expresión que tiene la forma (1) se llama fracctón continua 
finita (o fracción de cadena). 


e PA a m e. 
Si un número racional: 5 es negativo (m < 0, n > 0), entonces 


O . EA m e . La L] 
para escribir el número — en forma de fracción continua se utiliza 
el método siguiente. 

* 7 . . m 
Representan el número racional negativo — en la forma 
n 


donde M es un número negativo y k, un número natural. Se escribe 
la fracción racional positiva en forma de fracción continua: 


Eo 4 
= —. 
"4 
! a 
E 

-. 

la 


. . .. . in . 
Untonces la fracción  racioual negativa A 3 escribo cn forma de 


2 M4 1 
+ 4 
) at, 
tp 
4 
qt 
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La fracción continua que se encuentra en el miembro segundo 
de lá igualdad (1) se designa 


[m,; Mg, Mz, - >> ma+xl, (2) 


donde el punto y coma separa la parte cniera del número racional de 
su parte fraccional. 
La fracción continua 


[m,; Ma, Ma, --., Ma] (s <k +1) 
se Mama fracción conveniente de s-ésimo orden para la fracción con- 


tinua (2) y se designa brevemente Pe 


8 . 
Una fracción continua conveniente se llama [racción par, si s 
es par, e impar, si s es impar. 


Todas las fracciones del orden par son menores que = y su valor 
crece con el crecimiento del orden; todas las fracciones convenientes 
del orden impar son mayores que = y su valor decrece con el creci- 
miento del orden: 


Ps mo Ps+1 
y r das 1 


. . . , . Is 
El módulo de diferencia entre las fracciones convenientes E y a 
3 3+1 


y por eso la diferencia entre la [fracción conveniente 


(s es par). 


es igual a 


Ps - Ys+1 
9 » LA m . ». 
de s-ésimo orden y el número $e estima por la desigualdad 


Tr Ps 


o A 


a (3 
rn ds | Gs *U341 ) 


La teoría de las fracciones continuas históricamente surgió de 
la necesidad de representar aproximadamente una fracción racional, 
el numerador y el denominador de la cual son inmensamente grandes, 
mediante otra fracción racional considerablemente menor, así como 
de estimar el error de esta aproximación. Scan m y n unos números 
erandes iguales, por ejemplo, a 1355 y 946. Es necesario sustituir la 

1355 . . , 

Bab * de manera aproximada, por ha fracción rr donde q, 
1) ] h . 
debe ser menos de 100 y también estimar el error de esta aproxima- 
1355 
946 
tinua y calculemos las fracciones convenientes. Al efectuar esto, 
vemo3 que 


fracción 


ción. Representemos la fracción en forma de una fracción con- 


A 2, 3, > 3, 31, 
EI PE 
da 37? 303" 
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A nuestra condición (el denominador <100) satisface la frac- 
ción =. 

La desigualdad (3) permite simplemenle estimar el error absoluto 
entre la fracción dada y la fra ción conveniente de tercer orden: 
1355 33 1 1 


a ia an nl. 


En la teoría de las fracciones continuas se introduco también 
el concepto de fracción continua infinita y se demuestra que cualquier 
número real puede ser escrito únicamente en forma de fracción con- 
tinua. Para esto los números racionales se escriben en forma de frac- 
ciones finitas y los números irracionales se escriben en forma de frac- 
ciones continuas infinitas. 

Observemos que tanto en el caso de a racional, como tambien 
en el caso de ae irracional, las fracciones continuas convenientes tionen 
tal propiedad que proporcionan una«mejor» aproximación de cualquicr 
número real a un número racional, es decir: 


Para cualquier fracción cunveniente me de k-ésimo ordenes im- 
R 


posible hallar una fracción racional con un denominador menor que 
dh» tal que ella dé una mayor aproximación del número real a que la 


-. . 16) 
fracción conveniente Pr , 
y 


$ 7. Procedimientos de cálculos 


7.1. Valor aproximado de un número y errores. Para 
efectuar los cálculos es muy cómodo escribir los números rea- 
les en forma de fracciones decimales. Sin embargo, no cual- 
quier número racional y tanto más un número real pueden 
ser escritos en forma de fracción finita, con la cual es muy 
cómodo efectuar los cálculos necesarios. Por eso muy a menu- 
do nos vemos obligados a interrumpir la fracción decimal 
infinita, que representa la escritura del número real dado, en 
cierta cifra detrás de la coma y operar con la fracción decimal 
finita obtenida. El número representado por la fracción 
decimal finita que obtuvimos como resultado de la inte- 
rrupción de una fracción decimal infinita se llama valor 
aprozimado del número dado. Por ejemplo, diversos valo- 
res aproximadas del número n = 3,14159. . . son los núme- 
ros 3,14; 3,1445, etc.; se pueden tomar como valores apro- 
ximados del número e = 2,71828. .. los números 2,7; 2,71; 
2,7482, e:c. Los valores aproximados de los números pueden 
aparecer no sólo de resultas de la interrupción de la escritura 
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del número como fracción decimal. Para la solución de cual- 
quier problema práctico utilizamos los números obtenidos 
como resultado de ciertas mediciones. Sin embargo, durante 
cualesquiera mediciones surge un error debido a la imper- 
fección de nuestros instrumentos de medición, forma inco- 
rrecta geométrica del objeto que medimos, etc, 

Designemos el valor aproximado del número a a través 
de a”. 

El valor absoluto de la diferencia entre el número a y su 
valor aproximado a* 


a — at | 


se denomina error absoluto del valor aproximado a*. 

El error absoluto es una de las características del valor 
aproximado de un número. Muy a menudo este error repre- 
senta sólo interés teórico, puesto que en la mayoría de los 
casos no conocemos el número a. En una serie de casos se 
pueden indicar los límites, dentro de los cuales varía el 
error absoluto. Estos límites Suelen definirse mediante el 
procedimiento de obtención del valor aproximado del núme- 
ro. Por ejemplo, efectuando las mediciones de una longitud 
mediante una regla con una graduación de 4 mm, podemos 
garantizar que el error absoluto de las mediciones no va 
a superar 0,5 mm. 

La posibilidad de estimar los límites de la variación del 
error absoluto de un valor aproximado de un número es la cau- 
sa de la introducción de una estimación más comoda del va- 
lor aproximado de un número, del error límite absoluto. 

El número A tal que 


ja=zaF|<A 


se llama error limite absoluto del valor aproximado de un nú- 
mero. Según su definición, el error absoluto puede ser poli- 
dígito. Así, en el caso examinado más arriba, en el ejemplo 
de la medición de longitudes con una regla, podemos tomar 
el error absoluto igual a 4 mm, 1,5 mm, etc. 

Observemos que ni el error absoluto ni el error límite 
absoluto caracterizan por sí mismo la precisión del resultado, 
si no está indicado el resultado mismo. Por ejemplo, sea 
el error límite absoluto del resultado de cierta medición 
igual a 10 km. Si medimos la distancia entre dos ciudades, 
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tal precisión no es satisfactoria. Si medimos la distancia 
entre los polos de la Tierra, entonces la precisión indicada 
es muy buena. 

Los valores MNamados error relativo y error límite rela- 
tivo son unas características de la precisión del resultado 
de la medición, en las cuales junto con el error participa 
también el resultado de la medición. 

La relación entre el error absoluto y la magnitud abso- 
luta del valor aproximado del número: 


_ Ja—a*]| 
9= ya? | 
se llama error relativo, 

La relación entre el error límite absoluto y la magnitud 
absoluta del valor aproximado del número 

_ ÁA 
A= 77 
se llama error límite relativo del valor aproximado de un 
HÚNIETO. 

Por ejemplo, el número 3,14 es un valor aproximado del 
número xr. La magnitud absoluta de este valor aproximado 
cs igual a 0,00159, . .; el error límite absoluto podemos 
estimarlo igual a 0,0016 y el error limite relativo 


0,0016 
3713 = 0,000509 ... 


podemos suponerlo igual a 0,000541. 

7.2. Anotación decimal de los valores aproximados de 
un número. Gualquier número real positivo z puede ser 
escrito en forma de fracción decimal finita o infinita: 


a- anal a AO er 10, 
donde nr, son las cifras del número a (n, =0,4,2,..., 9), 


al mismo tiempo rn, +0 y les cierto número entero. Por 
ejemplo, 


523,14... =5:-10% + 2-10% + 3-100 + 4.40-1 4 
+4 4024... 


Se puede obtener el valor aproximado a* del número «, inte- 
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rrumpiendo la anotación decimal del número a: 
a*= n;> 10' + Tm," 40!-1 +... =|- Wi-h+s" 40'-+1. 


Para escribir el número a* en el sistema posicional de- 
cimál de numeración a veces tenemos que introducir ceros que 
sobran en el comienzo o en el final del número. Cualquier 
cifra de la anotación decimal del cero que se diferencia de 
éste y el cero si se encuentra entre las cifras significativas 
o si es un representante del orden decimal conservado, se 
llama cifra significativa del valor aproximado de un número. 
Por ejemplo, como valor aproximado del número 


b=2.10-? 4 4.4073 + 0-10-1 49.10% +... 
se puede tomar el número 
b* =0, 1012409 
y como valor aproximado del número 
c =41+105 + 0-10* + 7-10? 4 3.108 +... 
se puede tomar 


Lama a, 


tura del número b* y los ceros que se encuentran al final del 
número c* no se consideran cifras significativas (en la es- 
critura de los números b* y c* los ceros indicados se encuen- 
tran dentro de los cuadrados). 

Sea, por ejemplo, el número 0,002080 un valor aproxima- 
do de cierto número. Los tres primeros ceros no son cifras 
significativas, puesto que sirven sólo para indicar el orden 
decimal de otras cifras. Los otros dos ceros son cifras sig- 
nificativas, puesto que el primero de ellos se encuentra en- 
tre las cifras significativas 2 y 8 y el segundo indica que 
el valor aproximado del número fue obtenido mediante la 
interrupción de la escritura decimal del número, conservando 
el sexto orden detrás de la coma. En el caso, si en el valor 
aproximado 0,002080 la última cifra no es significativa, 
este valor debe ser escrito en forma de 0,20208. De esta ma- 
nera, los valores aproximados 0,00208 y 0,00208 no son 
equivalentes, puesto que el primero de ellos contiene cua- 
tro cifras significativas y el segundo, tros, 
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Para la anotación de valores aproximados de números en- 
teros, los ceros al final de la escritura decimal de un número 
pueden servir tanto para la designación de cifras significa” 
tivas como también para la indicación del orden de las 
otras cifras. Por eso la inscripción común de los valores 
aproximados de números enteros puede entenderse polidígi- 
tamente. Por ejemplo, sea el número 134000 un valor 
aproximado de cierto número. Á primera vista no se puede 
definir cuantas cifras significativas contiene este número 
(aunque sí se puede decir que son no menos de tres). Para 
evitar tal indeterminación, el número entero se escribe 
mediante fracciones decimales y potencias del número 10. 
Por ejemplo, si se quiere indicar que el número 134000 tiene 
tres cifras significativas, entonces se escribe en forma de 
1,34-105 (6 13,4. 10%, 6 134-410). Si se quiere indicar que el 
número 134000 tiene cinco cifras significativas, entonces 
se escribe en forma de 1,3400-105 (6 13,400-104, 134,00- 10% 
respectivamente). 

Es conocido que las primeras n cifras significativas del 
valor aproximado de un número son justas, si el error abso- 
luto del valor aproximado del número no supera la mitad de 
Ja unidad del orden de la n-ésima cifra significativa, con- 
tando los órdenes de izquierda a derecha. 

De esta manera, si para el valor aproximado a* del 
número 


e=n 10141. 104... HR LO RH. 


se sabe que 
a—a*]<0,5-10%-4vm, 


entonces las primeras le cifras nj, Rias, «.., Ri-r+ del 
valor aproximado a* son justas. 

Por ejemplo, para 121,57 el número 122,00 es un valor 
aproximado con tres cifras justas, puesto que 


| 121,57—122 | = 0,43 < 0,5-100. 


El resultado de las operaciones aritméticas con valores 
aproximados de números representa también un valor apro- 
ximado de cierto número. El error del resultado obtenido 
se estima mediante las reglas siguientes: 
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1) El: error límite absoluto de una suma algebraica de 
los valores aproximados de números no es mayor que la suma 
de los errores limites absolutos de los sumandos. 

2) El error relativo de una suma de valores aproximados 
de números se encuentra entre el error máximo y mínimo de 
los errores relativos de los sumandos. 

Conforme a las reglas formuladas, con el fin de evitar 
cálculos excesivos, antes de calcular la suma de los valores 
aproximados de números se efectúa un redondeo previo de los 
sumandos. (véase p. 7.3). Para esto el sumando que tenga el 
número minimo de signos exactos se deja sin redondear y en 
Jos demás casos dejan uno o dos signos más que en el número 
no redondeado. 

7.3. Redondeo de números. Para redondear un número 
hasta la cantidad n de cifras significativas se omiten todas 
las cifras que se encuentran detrás del r-ésimo orden, o, si 
esto es necesario para conservar los órdenes, se sustituyen 
por ceros. Para esto: 

1) Si a la última cifra que conservamos le sigue la cifra 
0, 1,2,36 4, entonces para el redondeo se conservan todas 
las cifras, inclusive la última que conservamos. Cal redon- 
deo se llama redondeo por defecto. 

2) Si a la última cifra que conservamos le sigue 9, 8, 7, 
6 ó 5, entonces a la última cifra que conservamos se le añade 
una unidad. Tal redondeo se llama redondeo por exceso. 

Ejemplos. 1. El redondeo del número 219,364 hasta tres 
cifras significativas da el número 219,4. La última cifra 
del número redondeado se aumenta en una unidad, puesto que 
la primera cifra que omitimos es mayor que cinco. 

2. El redondeo del número 6,4502 hasta dos cifras sig- 
nificativas da el número 6,5. La última cifra del número 
redondeado fue aumentada cn una unidad, puesto que la 
primera Cifra que omitimos es igual a 5. 

3. El redondeo del número 1836 hasta tres cifras sig- 
ntficativas da el número 1,84-103, 

Utilizando las reglas del redondeo vemos que un error 
absoluto de redondeo no supera la mitad de la unidad del or- 
den de la última cifra significativa que dejamos, es decir, 
todas las cifras significativas de un valor aproximado del 


número, obtenido mediante las reglas del redondeo, son 
cifras exactas. 
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:.. 7.4, Método de las tangentes (método de Newton). El método 
de los faagentes es uno de los métodos numéricos más efectivos para 
la resulución de la ecuación. 

Supongamos se sahe que cierta función f (x) tiene su raíz en un 
intervalo [a; bj (la función Y (x) es diferenciable en (a; bj y su deri- 
vada no se anula en [a; b)). Se puede hallar esta raíz mediante el 
siguiente procedimiento. Tomemos un punto arbitrario x, € la; bd] 
y escribamos la ecuación de la tangente a la gráfica de la función f (z) 
en el punto cuya asbscisa*) es z;: 


ya fi) (a) (E — 21). 
Resolviendo la ecuación 
Ey+If (E) (— 1,1) =0, 
hallemos el punto de intersección de la tangente con el eje Ox: 


2 
E TT 
Designemos el punto hallado a través de x,: 
7 =2) Í (x1) 


— fu) * 
Escribamos la ecuación de la tangente a la gráfica de la función f (x) 
en el punto cuya abscisa es r,: 


y =Í (23) + f' (33) (2 — 2y), 


y hallemos el punto de intersección de esta tangente con el eje Ox; 


Siguiendo este proceso, obtendremos la sucesión (x,), que se 
representa mediante la fórmula recurrente 


2 EN, (1) 


Si la función f (x) satisface algunas condiciones adicionales (por 
ejemplo, la segunda derivada de f (x) es positiva (o negativa) en todos 
los puntos interiores [a; b] y la raíz de la ecuación f (x) «= 0 está situa- 
da dentro de la; 5)), entonces la sucesión (1) converge en el número 
coincidente con la raíz de la ecuación f (1) = 0. 

El método de las tangentes puede ser utilizado para la resolu- 
ción del problema de la extracción de la raíz de un número positivo 


*) Es necesario que el punto xy sea ubicado lo suficientemente 
cerca de la raíz de la ecuación f (x) = 0, por eso para eligir el punto z, 
a veces es necesario efectuar una investigación previa de lu función 


f (2)- 
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arbitrario a. Vamos a buscar el valor y a como solución de Ja ecuación 
f (4) =x*— a =0. 
La fórmula recurrente (1) en el caso dado adquiere la forma 
1 4 
mota), 
Aquí como primer término de la sucesión (x,) se puede lomar cualquier 


número zx, € (0; +00), 
Los errores absolutos Ó, de los valores aproximados x, del nú- 


mero Ya 
Ón = Zn — Va 
se relacionan mediante la desigualdad 
Bm. e) 


2Y4 

Esta estimación recurrente del error absoluto confirma la ulta 
velocidad de convergencia de la sucesión de valores aproximados x,. 
Por ejemplo, calculemos mediante cl método de Jas tangentes 
y 33 520. Por x=, tomemos el número 200. Este es el valor de la raíz 
dada con exceso. El error absoluto 5, no es mayor que 20. Entonces 

según la fórmula (2) 

400 2,29 ) 
Ó, <<? % <= 159 0003. 

Aquí, para simplificar las estimaciones, Y a en la fórmula (2) está 
sustituido por un número menor: 180. De esta manera, para calcular 
el valor Y3 520 ya después del tercer paso se obtiene un valor apro- 
simado e la raíz que se diferencia de su valor exacto menos que en 
75 Algoritmo de la cxtración de la raíz cuadrada de un número 
natura]. Con mucha frecuencia para la resolución de las ecuaciones 
cuadradas es necesario extraer la raíz cuadrada de un número natural. 
Pongamos como ejemplo el algoritmo de la extracción de la raíz 
cuadrada para el caso, cuando el número que se encuentra bajo cl 
signo de la raíz es el cuadrado de un número natural. Supongamos que 


es necesario calcular y 33 489. El número 33 489 lu partimos en gru- 
pos de cifras (de dos en dos), de derecha a izquierda: 


3 34 89, 


Buscamos el número más grande, cuyo cuadrado no supere el 
número 3 que es el que se encuentra en el primer grupo de cifras. Este 
número es el número 4. Lo escribimos en la respuesta. Elevamos la 
unidad al cuadrado y lo sustraemos del número 3. A la diferencia 
obtenida le añadimos el segundo grupo de cifras. Obtenemos el nú- 
mero 234. 
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Doblarnos el número escrito en la respuesta (cn nuestro caso el 
1) y añadimos a la derecha del número obtenido Ja cifra máxima cuyo 
producto de la multiplicación dol número de dos signos obtenido 
por esta cifra no supere 234. En nuestro caso esta cifra es la cifra 8; 


28-8 = 224 < 234. 


Escribimos la cifra 8 detrás de la cifra 1 en la respuesta. Del 
número 234 sustraemos el número 224 y a la diferencia: obtenida le 
añadimos el último grupo de cifras. Obtenemos el número 1089. 

Doblamos el número escrito en la respuesta (en nuestro caso 18) 
y añadimos a la derecha del número obtenido (en nuestro caso el 
número 36) la cifra máxima cuyo producto de la multiplicación del 
número de tres cifras obtenido por la cifra añadida no supere el nú- 
mero 1089. En nuestro caso ésta es la cifra 3: 


363-3 = 1089. 


Escribimos la cifra 3 en la respuesta. El proceso de extracción 
de la raíz cuadrada está terminado: 


Y 33 489= 183. 


31 proceso que describimos sucle escribirse en la forma expuesta 
at el esquema riegniente: 


Y 334 84 = 483 


A 

- 28 234 

“ 87294 
22% 

"363| 1089 

3| 1089 
1089 


0 


CAPÍTULO 3 


Números complejos 


Históricamente la introducción de números complejos se relaciona 
con la obtención de da fórmula anulítica para las raíces de la ecuación 
cúbica: 

2 = pa q. (1) 


En el primer tercio del siglo XVI el matemático italiano N. Tar- 
taglia mostró que la raíz de esta ecuación se representa siempre por la 
expresión 


qp> 302. ¿ 
r=yYutpu, (2) 
donde u y v son las soluciones del sistema de ecuaciones 
uu -v=qQ, 
py3 
ub= . 3 
($) 5 
Así, por ejemplo, si es necesario hallar la raíz de la ecuación cúbica 
ad —= 97 + 28, 


componiendo el sistema (3) para la ecuación dada y resolviéndola, 
obtenemos dos soluciones del sistema: u = 27,4 =1 yu =41,0v = 27. 

Utilizando la relación (2), obtenemos r -- 4, es decir, el nú- 
mero 4 es la raiz de la ecuación dada. 

Sin embargo, resulió que existen ecuaciones cúbicas, para las 
cuales el sistema (3) no tiene soluciones en el conjunto de números 
reales, mientras que es conocido que la ecuación cúbica liexe una raiz 
real. Por ejemplo, la ecuación 

E TE 
tiene la raíz real x 4, de lo que cs muy fácil convencerse, susti- 
tuyendo en la ecuación dada z por el número 4. Si para la ecuación 
dada escribimos el sistema (3), entonces resulta que este sistima no 
tiene soluciones en el conjunto de números reales. 

Este hecho incomprensible en aquellos tiempos lo explicó por 
primera vez el matemático italiano R. Borbelly en el año de 1572 


8-01477 
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y su explicación, en lo esencial, fue basada cn la introducción del 
concepto de número complejo y de las reglas de operaciones con los 
uúmeros complejos. Pero hasta el siglo X1X, a pesar de que los nú- 
meros complejos permitieron obtener riuchos hechos importantes que 
se refierca también a los números reales, la misma existencia de los 
números complejos parecía bastante dudosa para muchos matemáticos. 
Sólo en el siglo XIX después de la aparición de las obras de K. Gauss, 
en las cuales se daba una representación geométrica muy clara de los 
júmeros complejos (como puntos y vectores en el piano), la existencia 
de los números complejos llegó a ser un hecho universalmente reco- 
nacido. 

Vamos a mencionar aquí un hecho más, el cual también provoca 
ia idea sobre la neresidad de la extensión de un conjunto de números 
reales hasta un conjunto de números complejos. 

Gomo es conocido, la potencia natural de cualquier número real 
de nuevo es un número real. Sin embargo, la operación de extracción 
de una raíz (opcración inversa a la potenciación) no siempre es reali- 
2able en un conjunto de números reales; no existe un número real a 
cuya potencia par sea un número negativo. Con otras palabras, en e 
conjunto de números reales no existe un número, el cual sea la raíz 
de la ecuación 

a = b, 
donde rn es un número par y b, un número real negativo. 

Siguiendo el plau general de la extensión de dominios numéricos, 
como ya se ha hecho muchas veces (por ejemplo, para la introducción 
de números negutivos y números racionales), el conjunto de números 
reales se puede extender hasta un coujunto de números, el cual está 
cerrado respecto a la operación de extracción de la raíz, De ante- 
mano poderamos decir que al mismo tiempo obtendremos un resultado 
esencialmente nuevo y para aquellos casos, cuando la operación de 
extracción de la raíz es realizable en el conjunto de números reales, 

Uno de los procedimientos de construcción de un conjunto de 
arúmeros complejos consiste cn que un conjunto de números reales se 
extiende mediante la adición al conjunto de »úmeros reules de un 
objeto numérico nuevo, la raíz de la ecuación 


2i+4=0, 


Fl conjunto «extendido» obtenido se llama conjunto de números com- 
p lejos. 
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£.1. Construcción axiomática de un conjunto de números com- 
plejos. Los números complejos no son números en el sentido elemental 
de esta palabra, que se usan para los cálculos y mediciones, sino que 
representan objetos matemáticos, los cuales se caracterizan por las 
propiedades citadas más abajo. 

El número complejo se designa por el símbolo a +4- bi, donde 
a y b son números reales que se llaman respectivamente la parte real 
y la parte imaginaria del múmero complejo a + bi, y el simbolo i, 
que se define por la condición ¿*? == —1, 8e llama unidad imaginaria, 
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El número complejo a + bi suele designarse por una letra (más 
a menudo por 2), 


z =4a + bi, 


Las partes real e imaginaria del número complejo z = a + bi 
se designan por Rez y Im 3 respectiívamente?): 


a =Rez, b zm Ím az. 


Dos números complejos r, =4, + b,! y 2q == ag «+ bi se con- 
sideran iguales (s, = zz), si sus partes reales e imaginarias (a, == ag; 
b, = by) son iguales. El número complejo z = a 4- bi se considera 
igual a cero (£ == 0), si sus partes real e imaginaria son iguales « cero 
(a = b = 0). El número complejo ¿ = a + bi para b — O se considera 
coincidente con el número real a (a + Ui = a). 

El número complejo ¿ = a + bi para a = ( se llama puro ima- 
ginario y se designa bi (0 + bi = bi). 

El número complejo z, cuya parte real es igual a la sama de las 
partes reales de los números z, y 22, y la parte imaginaria es igual a la 
suma de las partes imaginarias de log números z, y 2z. es decir, 


23 = (a, + 4) + (b, + dy) i, 


se llama suma de los números complejos z, — €; -+ b,i y 2, = 4, c+ 
Pp bai. 

Sobre el número z se dice que está obtenido como resultado de la 
adición de los números complejos 3, y 2, y se escribe 


2 = ft + %. 


Los números 2, y 27 se llaman sumandos. 

Las propiedades de adición de los números complejos sor! 

1) la asociatividad: (2, + 29) + 23 = 21 + (32 +- 29); 

2) la conmutatividad: z, + Za = 22 + 21. 

El número complejo —a — bi se llama opuesto al número com- 
plejo a + bi. 

El número complejo que es opuesto al número complejo z se 
designa —-z. 

La suma de los números complejos z y —z es igual a cero (2 3- 
+ (—2) == 0). , , , 

El uúmero complejo 2, el cual es la suma del número z y el nú- 
mero que es opuesto a zy! 


2 2= 2: (—23) = (8, — 23) + (b, -- dy) í, 


es decir, el número cornplejo, las partes ren] e imaginaria del cual 
son iguales respectivamente a la diferencia de las partes real e ima- 
ginaria del minuendo y sustraendo, es la diferencia de los números 
complejos 21 = 31 + byi y 29 = dy + bat. 


*) Re viene de la palabra réel (francés), real, lin, de la palabra 
imaginaire (francés), imaginario. 
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Del número z se dice que está obtenido como resultado de la sus- 
tracción del número complejo z, del número complejo 3, y se escribe 


zZ = £1 — 23- . 


El número complejo z, se llama minuendo y el número z, se llama 
sustraendo. 
Nl número complejo 


2 = (a, -4z — bp*b3 + (8,03 + ag:b1) i 


se llama producto de los números complejos z, = a, + bi y za = 
7 Ar "E bal. 
2 2 , . 9 e K 
Sobre el número z se dice que está obtenido como resultado de la 
multiplicación del número complejo z, por el número complejo z2 
y se escribo 
£ = 2, *Z3. 


Los númocros z, y 27 Se llaman factores. 

Las propiedades de multiplicación de los números complejos son: 
1) la asociatividad: (2, +29) -32 = 21 *(Z2-23); 

2) lu conmutatividad: 2,+2a = Za -Zp- 

Pal número complejo z que 


Z1 = 2 -Za 


se lama cociente de los números complejos z, y 24 (24 + 0). 
13l cociente de los números complejos z, = 8, -E b,i y 22 = 42 + 
+4- bai se calcula según la fórmula v 
¿tad De gd 10d, 
O e 


Sobre el número z se dice que está obtenido como resultado de la 
división del número complejo z, entre el número complejo z, y Se 
oscribe 


La adición y suultiplicación de los números complejos se rela- 
ciona por la regla que se Mama ley de distributicvidad de da multipli- 
cacsón respecto a la adición: 


(21 + 23) la = 21 "23 E 2222. 


El número Va? + 6% se llama módulo del número complejo 
z=a4u + bi. El módulo del número complejo se designa | z |. 
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Los módulos de dos números complejos cualesquiera z, y z, (cn 
el caso del cociente se supone que 3, 3 0) satisfucen a las relaciones 


zi+z21<1211417 1, 
lzi=z3l=>bHb8 11211, 
12122 l=/ 2, l- 221, 


211 pz, 1 
£2 231? 


[2 I=]1]"=]2/?. 


El número complejo a — bi se llama conjugado complejamente 
con el número a «+ di y se designa 2. 

Las propiedades de los números conjugados complejamente son: 

1) El producto del número complejo z =. e 4- bi y el númnoro con- 


jugado complejamente con el 2 = «e — bi es un número real: 
2.2 == q /- h?, 


2) Si z es un número conjugado complejamente con el número z, 
entonces el número conjugado complejamente con el número z es el 
número z: 

(z) = l. 

3) Si 2,, 2, Y Za, za son dos pares de números conjugados complo- 

jamente, entonces la suma, cel producto, la diferencia y el cociente de 


los núrneros 2, y z¿ 30n números conjugados complejamente a la suma, al 
producto, a la diferencia y al cociente de los nútneros 2, y 2, respecti- 
vamente: 


21 +27 =(2, +22), 
21 Ly = (3,29), 


Zy — 3y == (2, —29), 


= 5) (22 0). 


2 
Za 2 


4) Siz =a+ biyz = e — bi son un par de números conjugados 
complejamente, entonces 


1.2. Conjunto de pares ordenados de Jos números reales y conjunto 
de números complejos. Para el procedimiento axiomático de intro- 
ducción de números complejos como objetos ntalemáticos abstractos 
que satisfacen las propiedades enumeradas más arriba es necesario 
aclarar el sentido de los signos + y — en la expresión a + di, los 
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cuales antes se utilizaban para designar la suma y el producto de los 
números reales, Para aclarar esta cuestión realicemos otra construcción 
de un conjunto de números complejos, distinta de la construcción 
citada anteriormente. 

Examinemos un conjunto de pares (a; b), donde a, b son números 
reales. Dos pares (a,; b,) = (4a; ba) los consideraremos iguales, si 
a, = Gs Y db, = ba, y escribiremos (a,; b,) = (eq; ba). 

Al par (a + e; b + d) lo vamos a llamar suma de los pares (a; b) 
y (c; d). Diremos que el par está obtenido como resultado de la adi- 
ción de los pares (a; b) y (c; d) y escribiremos 


(a | e; b 4d) = (a; b) + (e; d). 


Al par (ac — bd; ad + bc) lo llamaremos producto de los pares 
(a, d) y (ce; d). Diremos que este par está obtenido como resultado de 
la multiplicación del par (a; b) por el par (c; d) y escribiremos 


(ac — bd; ad + be) = (a; b)-(c; d). 


Las propiedades de la adición y multiplicación de pares son: 
1) la asociatividad de adición: 


[(a; b) + (c; d)) + (p; q) = (a; b) + [(c; 2) 4 (o: 9l; 
2) la conmutatividad de adición: 
(a; b):4 (c, d) = (c; d) + (a; b); 
3) la asociatividad de multiplicación: 
lía; b)-(c; d)l-(p; 9) = (a; ble; dos Di; 
4) la conmntatividad de multiplicación: 
(a; b)-(e; d) = (ec; d)-(a; b); 
5) la distributividad de multiplicación respecto a la adición 
[(e; 6) + (03 (o: 0) = (a; D)(p; 9) + (e; d) «lp; q). 
Al par nulo lo llamaremos el par (0; 0) que satisface la con- 
dición 
(a; db) + (0; 0) = (a; h). 
Al par de unidad lo llamaremos el par (t; 0) que satisface la con- 
Ciclón (a; d)-(1; 0) = (a; b). 
La diferencia de los pares (a; b) y (c; d) llamaremos al par 
| (a— ec b— d) = (a; b) — (e; d). 
El cociente de pares (a; db) y (e; 4) llamaremos al par 


a:e+bd. .)= (a; b) 
epa ? eq (e; d) * 
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El cociente de dos pares está determinado para cualesquiera pares 
(a; b) y ¿ed menos el caso, cuando el par (c; d) es nulo (es decir, 
el par (0; 

Entre el conjunto de todos los pares que tienen la forma de (a; 0) 
y el conjunto, de todos los números reales existe una correspondencia 
biunivoca, si consideramos que al par (a; 0) le corresponde el número 
real a y, a la inversa, a cualguier número real b Je corresponde el par 
(b; 0). Es muy fácil convencerse que para tal correspondencia a la suma 
de los pares (a; 0) y (b; 0) le corresponde la suma de los números reales 
a y b, y al producto de pares, el producto de los números reales a y b. 
Debido a tal correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos los 
pares (a; 0) y el conjunto de tados los números reales se puede no dis- 
tinguir estos dos conjuntos y designar al par (a; 0) por una gnla letra a. 

Tomemos ahora el par (0; t) y según la regla de multiplicación 
de pares lo multiplicamos por sí mismo: 


(0; 1)+(0; 1) = (—1; 0). 


Designemos al par (0; 1) por el símbolo :. Puesto que no distinguimos 
el par (—1; 0) y el número —4, podemos escribir 
iiz—1t Óó i=...1. 
La simple verificación muestra que enalquier par (a; y) de núme- 
ros reales puede ser representado en la forma 


(a; d) = (a; 0) + (0; 01-(0; 1) 
o, en otras designaciones, en la forma 
ad. o a-+ bi. 


De tal manera, la inscripción a -+- bi, la cual antes (véase p. 1.1) 
se consideraba como un símbolo, ahora adquiere un concreto sentido 
aritmético. 


S 2. Representación geométrica y forma trigonoméfrica 
de expresión de los números complejos 


2.1. Representación geométrica del número complejo. Lo mismo 
que los números reales se pueden representar por puntos en la recta 
numérica, el número complejo puede representarse por puntos en el 
plano. La posibilidad de tal representación se basa en la identifica- 
ción del conjunto de los números complejos a + bi y el conjunto de 
pares de los números reales (a; b), los cuales en el sistema rectangular 
de coordenadas Oxy pueden ser interpretados como coordenadas de los 
puntos del plano. 

Con cada punto A del plano de coordenadas Oxy se puede roli- 


— , 
cionar el vector OA que sale del origen de coordenadas y termina en 
el punto A. Por eso los números complejos admiten también otra 
interpretación geométrica más: cada número complejo a + bi se puede 
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_—+— 
interpretar geométricamente como el vector OA con las coordenadas 


—Y= 
(a; ») (fig. 3.1). Al mismo tiempo las coordenadas del vector OA son loss 
mismos que las coordenadas del punto A, es decir, (a; b). 

2.2. Representación geométrica de la suma y de la diferencia 
de los números complejos. La interpretación geométrica de los núme- 
ros complejos permite interpretar más claro la sumu y la diferencia 
de dos números complejos. 

Sean dados dos números complejos z, == a, 1- bj y Za = 4q 4- dat, 
ll número complejo 3, + 22 = (a, + €,) + (b, +- bp) i es su suma 


B(a,+073 b,+bg) 


Fig. 3.1. Fig. 3.2, 


Por otra parte es sabido que para la adición de vectores sus respectivas 
po 
coordenadas se suman. Por eso, si el vector 04, liene las coordenadas 
Yo . 
(a,; b,) (fig. 3.2), y el vector OA, tiene las coordenadas (az; 67), 


> | 
entonces su suma (el vector OB) tiene las coordenadas (a, -|- az; b, + 
4- ba). _ 

El vector 0B es la representación geométrica de la suma de los 
números complejos 2, Y 22. ) 

Puesto que la diferencia de dos números complejos 2, = 4 + bji 
y zz = y "+ bates la suma del número complejo z, y el número opuesto 
al número complejo 2,, entonces, geométricamente, puede ser repre- 


pa 
sentada como la suma del vector OA, con lag coordenadas (a,; h,) 
—» . 5 
y el vector OA, con las coordenadas (—«az; —ba) (fig. 3.3), es decir, 


como el vector OB con las coordenadas (a, — az; b, — da). 
2,3. Forma trigonométrica de expresión del numero complejo. 


Sea que el número complejo z = a + bi se representa por el vector OA 
con las coordenadas (a; b) (fig. 3,4). Designemos la longitud del vec- 


tor OÁ por la letra r: 
rP= OA t, 


y el ángulo, que el vector forina con la dirección positiva del eje Ox, 
por q (el ángulo q se considera medido en radianes). 
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Utilizando las definiciones de las funciones sen p y cos q: 
sen p = 9 cosp=-" 
n= nr” P= 57 


se puede escribir cl número complejo 2 = e + bi en la forma 


2 = F«(cos q + isen q), (1) 
donde r = Y a? -+ 5? y el ángulo q se definc de las condiciones 
b a 
e e (a) 


_ La expresión del número complejo en la forma (1) se llama forma 
trigonométrica de cxpresión del número complejo. 


Fig. 3,3. Ug. 3.4. 


El número real r se llama módulo del número complejo y se de- 
signa | z[, y el ángulo q, medido en radianes, argumento del número 
complejo z. El argumento q del número complejo z se designa Arg 2. 

Si el número complejo no es igual a cero, entonces sa módulo es 
positivo; si z = 0, es decir, a = b = 0, entonces también su módulo 
es igual a ecro. El módulo de cualquier número complejo está definido 
univocamente. 

Si el número complejo z =e + bi no es igual a cero, entonces 
su argumento se define por las fórmulas (2) con una precisión de hasta 
el ángulo múltiple a 271.. Si 2 = 0, entonces r = U y de la fórmula (1) 
se ve que como argumento q se puede elígir cualquier ángulo. Por eso 
el argumento del número complejo igual a cero no está definido. 

Por Jo general para eliminar la multiformidad que surge para 
calcular el argumento del número complejo suelen utilizar el concepto 
de valor principal del argumento del número complejo (la designación 
arg 2), suponiendo que arg z € (—u; a). 

El argumento del número complejo z se relaciona con el valor 
principal del argumento por la correlación 


Arz =aTgz+ 2nk, *k€Z. 
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Sea que z, y z, son dos números complejos distintos de cero y escri- 
tos en la forma trigonométrica: 


zy = 5: (cos , + ¿sen q), 
Zg ==2 Ty: (COS pa + ¿sen qa). 


El producto de dos números complejos z, y z¿ es un número com- 
plejo, cuyo módulo es igual al producto de los nódulos de los factores 
y el argumento, a la suma de los argumentos de los factores: 


2,24 = rj=rg: [cos (Pp + Qa) + tsen (p, + qu)). 


En la interpretación geométrica el vector que representa el pro- 
ducto de los números complejos z, y 3, se obtiene medtante el giro del 


Fig. 3.5. Fig. 3.6. 


vector z, en sentido antihorario en un ángulo igual a ps, y mediante 
su estiramiento en | z, | veces (para el caso | z, | > 1 véase la fig. 3.5). 

El cociente de dos números complejos z, y z, representa un nú- 
mero complejo, cuyo módulo es igual al cociente de los módulos del 
dividendo y del divisor y el argumento del cociente de dos números 


complejos no iguales a cero es igual a la diferencia de los argumentos 
del dividendo y del divisor: 


z r . 
+= loos (1 — Pa) +1 sen (91 —Qa)]. 
2 2 
Gcométricamente el vector que representa el cociente de dos nú- 
meros complejos z, y zz, se obtiene girando el vector que representa 
el número complejo z, en sentido horario en un ángulo igual a q, y me- 


EN contracción en | z, [ veces (para el caso | 2, | > 1 véase la 
ig. 3.6). 


$ 3. Potencia del número complejo 
3.1. Potencia natural del número complejo. La ley de asociatividad 


de la multiplicación de los números complejos permite introducir el con- 
cepto de potencia natural de] número complejo; 
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El número complejo w que se obtiene como resultado de la mul- 
tiplicación «del número z por sí mismo n veces: 
Wai= ZeZ. o... 2 (1) 
Maso a 


— mm? 


n factores 


se lama n-ésima potencia del número complejo z. 
Se suele utilizar la expresión 1imnás corta siguiente: 


w=gmr, (2) 


En la igualdad (2) el número z se llama base de une polencia, 
y el número natural n, exponente de una potencia. 
La n-ésima potencia del número complejo z dado en la forma tri- 
gonométrica 
z = r (cos p + isen q) 


se calcula mediante la fórmula de Moivre 
237 — rr (cos np + ¿sen no). 


3,2, Raíz de la n-ésima potencia de un número complejo. Tal 
número complejo u, cuya n-ésima potencia es igual a z, se llama rafz 
de la n-ésima potencia del número complejo 2: 


w” = 2. 


La raíz de la n-ésima potencia del número complejo z se designa 
or el símbolo Y z. A diferencia de la raíz del número real, la raíz de 
a n-ésima potencia del número complejo se define multiformemente. 

Precisamente, en el conjunto de números complejos existen exacta- 
mente n raíces de la n-ésima potencia del número complejo dado (véase 
el teorema principal del álgebra). 

Todas las raíces de la n-ésima potencia del número complejo z, 

dado en la forma trigonométrica 


z = r (cos q + 1 sen q), 


se calculan mediante la fórmula 
Yai=VT (cos LE 4 4 50m LLL) , 


donde k =0,1,2,..., n-— A. 

Geométricamente todas las raíces de la n-ésima potencia del 
número complejo z = r (cos p + isen q) se representan por los pun- 
tos que están situados en la circunferencia con el centro en el origen 
de coordenadas, cuyo radio es igual a Y r, y los ángulos centrales, 
formados por radios trazados en los puntos cercanos, son iguales a p/». 

Ejemplo. Calcular las raices de la cuarta potencin del número —4. 
El número —1 en la forma trigonométrica puede ser escrito como sigue: 


—i = 1-(c09 1 4 ¿sen 1). 
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Las raíces de la cuurta putencia del número —4 son los números 
complejos 


YA y (cos mE ¿sen na ) : 


donde k -.:0, 1, 2, 3, es decir, son los números complejos 


aj.  n  Yy2, Vv2 

COS 4 + ¿sen — 7] —— t, 
3... _3n_  Y2, v2 

COS 74 1 sen == 3 57 1, 


ÓN Ín va y2 
COS + Sen == i, 


a 
cos JA -)- ¿sun ZA YA _Y ¿ 


4 4 2 2 
(véase la fig. 3.7). 


Vi. 3.7. 


Análogamente on el conjunto de números complejos se puede 
calcular la raíz de la »-ésima potencia de cualquier número real. En 
este caso por lo menos una raíz del número real positivo será real. 


CAPÍTULO 4 


Álgebra 


El término «álgebra» viene del título de la obra de Mu- 
hammad al-Jwarismi «Al-yabr wa-1-mugabala» (siglo IX) 
que contiene los métodos generales de solución de proble- 
mas, los cuales se reducen a las ecuaciones de primero y segun- 
do grado. A mediados del siglo XVII fue establecido, en lo 
principal, el simbolismo algebraico contemporáneo. Hasta 
el siglo XVIMH bajo el término de álgebra se entendía la 
ciencia sobre los cálculos con letras, idénticas a las trans- 
formaciones de las fórmulas con lelras *), la solnción de las 
écuacionos de primoro-euario grado, los logaritmos las 
progrousianes, el análisis combinatorio, es decir, las mismas 
partes de las matemáticas, Jas cuales en el presente son la 
asignatura que se estudia en la escuela de enseñanza media. 
Actualmente a todas estas partes del álgebra se las llama 
álgebra elemental. 

En los siglos XVIlI—XIX el álgebra tenía por objeto, 
ante todo, el estudio de Jos polinomios, la teoría de las 
ecuaciones algebraicas con una incógnita, la teoría de los 
sistemas de ecuaciones Jineales con varias incógnitas, así 
como la teoría de Jas matrices y determinantes. 

La tercera etapa (moderna) del desarrollo del álgebra co- 
mo ciencia de las operaciones algebraicas comenzó a mediados 
del siglo XIX y está relacionada con ta aparición de Jos dis- 
tintos ejemplos de operaciones algebraicas con objetos de 
naturaloza muy distinta a los números reales. Las muJjti- 
plicaciones de sustituciones y las operaciones com los nú- 
meros complejos son los primeros de tales ejemplos. 

*) En el álgebra, x2 diferencia de la aritmética, se examinan no 


los números, sino las expresiones con letras, denominándolas como 
expresiones algebraicas. 
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$ 1. Polinomios de una variable 


1.1. Concepto de polinomio. Operaciones aritméticas 
con polinomios. La expresión de la forma 


P (12) = ayr” + a? + aja... 4 at +4, (1) 


donde n es un número eutero no negativo: y, Ay, 4o, » » -, An 
son los coeficientes del polinomio, además a,, llamado coe- 
ficiente mayor, se considera no- igual a cero, se denomina 
polinomio de n-ésimo grado respecto al valor variable z. 

El polinomio de primer grado también se denomina poli- 
nomio lineal, el polinomio de segundo grado, polinomio 
cuadrado y el polinomio de tercer grado, polinomio cúbico. 

La expresión del polinomio en la forma (1) se llama ex- 
presión de grados decrecientes x; precisamente esta expresión 
es la que se utilizará posteriormente, si no se advierte lo con- 
trario. 

Cada uno de Jos sumandos en la expresión (1) se llama 
término de un polinomio. 

De la definición del polinomio de r-ésimo grado se dedu- 
ce que existen polinomios de r-ésimo grado para cualquier n 
no negativo. En particular, cualquier número real distinto 
de cero es un polinomio de grado nulo. El número cero tam- 
bién se considera un polinomio; es el único polinomio, cuyo 
grado no está definido. 

Dos polinomios P (x) y Q(x) se consideran iguales 
(o idénticamente iguales), si sus coeficientes son iguales para 
log mismos grados de la variable x. La igualdad de polino- 
mios se escribe mediante el signo de igualdad: 


P (2) = Q (2). 

El polinomio S (2), cuyos coeficientes para cada grado zx 
son iguales a la suma de Jos coeficientes para este grado z 
de los polinomios ? (7) y Q (1) se llama suma de los polino- 
mios 

PAx) = aya de apar] a Uco lo Ap E Ra, 

Q (2) = by" + bit dy. Y bm 7 + Omo 

Sobre el polinomio $ (1) se dice que está obtenida como 

resultado de la adición de los polinomios P (2) y Q (x) y se 
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escribe 


S (1) = P (1) + Q (z). 
Ejemplo 1. El polinomio 
Sl)=4%+a3—x+5 


es la suma de los polinomios P (1) = 1 — 1? -4- 3y0 (2) = 
= 28d — a+ 2. 
El polinomio M (zx) de grado n 4- m, cuyos coeficientes 
Cor Cir Car » » +» Cntm-t> En+m Se calculan por las fórmulas 
Cy = Apdo, 
C; == ab, + ap), 
Ch = Gabo H lr HH... + 
+ Adra + oda, 


Ca+m = Und 

se llama producto de los polinomios 

P (2) = aye? + at? +aj?tAd o. pl An, 

D (2) = dor”? + dar 4 daa ooo Ol E 00m» 

Sobre el polinomio M (zx) se dice que está obtenido como 
resultado de la multiplicación del polinomio / (x) por el 
polinomio Q (z) y se escribe 
M (x) =P (x)-Q (x). 


Ejemplo 2. El polinomio de sexto grado 
M (o) =P (23-00 (2) = 22 + 22*—2+43=zx+4 35 


es el producto del polinomio de segundo grado P (1) = a* Y- 
+ 1 por el polinomio de cuarto grado Q (1) = 22* — x + 3. 
Las operaciones de adición y multiplicación de polino- 
mios son asociativas, conmutativas, y so conectan entro sí 
por la ley de distributividad. 
El polinomio —a,yr”" — qué — ay? ?—.,.., —4p-¡t— 
— Gn 
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se llama opuesto para el polinomio 
P (2) = ay” + ao? + ay, ¿e Ap T + Ap. 


El polinomio que es opuesto al polinomio P (x) se designa 
con P (1). La suma del polinomio P (z) y el polinomio opues- 
to, P (1), es igual a cero: 


P (2) + (PP (z)) =0. 


El polinomio Z (x) que es lá suma del polinomio 2 (x) y el 
polinomio que es opuesto al polinomio Q (2): 


L (2) =P (2) + (0 (2) 


se Mama diferencia de polinomios P (x) y Q (x). Sobre el 
polinomio £ (x) se dice que está obtenido como resultado de la 
sustracción del polinomio Q (zx) del polinomio ? (1) y se 


escribe 
L (2) = P (x) — Q (1). 


La suma, el producto y la diferencia de dos polinomios 
cualesquiera son también polinomios. 


1.2. Divisores del polinomio: Si para los polinomios dados ¿ (x) 
y Q (z) se halla un polinomio G (x) tal que 


P (2) = 0 (2)-C (2), 


entonces se dice que el polinomio P (xr) se divide (e se divide exacta- 
mente) entre el polinomio Q (<); al mismo tiempo, el polinomio Q (x) 
se llama divisor entero (o simplemente divisor) del polinomio P (1), 
y el polinomio G (1), cociente de los polinomios P (+) y Q (z). Si el 
polinomio Q (x) es el divisor del polinomio P (z), entonces también 
el cociente G (x) es el divisor del polinomio P (zx). 

Principales propiedades de los divisores del polinomio: 

1) Si el polinomio P (<) se divide centre el polinoruio A (<c), 
y K (re) se divide entre el polinomio Q (z), entonces también P (z) 
se divide entre ( (5). 

2) Si los poltuomnios P (2) y A (ec) se dividen entre el polinomio 
Q (2), entonces su suma y diferencia también se dividen entre Q (2). 

3) Si el polinomio P (2) se divide entre el polinomio Q (7), enton- 
ces el preduclo P (e) por cuaáquier polinomio A (x) también se divide 
entre Q (z). 

4) Cualquier polinomio 2 (2) se divide entre cualquier polinomio 
de grado nulo (es decir, entre un número, distinlo de cero). 

5) Sálo los polinomios cP (+) son divisores del polinomio P (z), 
lus cuales lienen cl mismo grado que P (x). 

6) Los polinamios P (7) y Q (z) se dividen al mismo tiempo uno 
entre outro cuando y sólo 2 (2) == eQ (27) (e 32 0). 
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Máximo común divisor de dos polinomios. El polinomio A (7) se 
Mama máximo común divisor para el polinumio P (2) y Q (2), si sirve 
de divisor para cada uno de estos polinomivs. La propiedad 4) (véase 
más arriba) muestra que lodos dos polinomios de grado cero (es decir, 
todos los números reales, a excepción del número cero) pertenecen al 
número de divisores comunes de los polinomios arbitrarios P (2) 
y Q (2). Si dos polinomios no tienen otros divisores comunes, entonces 
estos polinomios se lluman recíprocamente sim ples. 

Se llama márimo común divisor de los polinomios P (xr) y Q (x) 
dal poltnontio D (7), el cual es el divisor común de éstos y al mismo 
“liempo se divide entre cualquier divisor común de dichos polinomios. 

Anotemos que si Y (<) es el máximo divisor común de los poli- 
nomios 2 (+) y Y (2), entonces el máximo común divisor de estos poli- 
nomios es tumbién el polinomio c0 (7), donde c es un número arbi- 
trario, diferente de cero. En alras palabras, hasta ahora el máximo 
común divisor de dos polinomios está delerminade sólo con una pre- 
cisión hasta el factor de la potencia cero. Para lograr la uniformidad 
somplela en la definición del máximo común divisor de dos polino- 
mjos, se aproyeckta la condición siguiente: de todos los pulinomios 
cD (e) el tuiáximo común divisor es aquél, cuyo cocficiente mayor es 
igual y la unidad. 

Ahora se puede decir que dos polinomios son recíprocamente 
simples, si su máximo comun divisor es igual « la unidad. 

1.3, División de polinomios. Esquema de Hormer. Teorema de 
Bezout. Sea que P (7) y G (2) son los polinomios dados y el grado del 
polinomio P (2) es mayor 0 igual al grado del polinomio Q (2). Si 
resulta que el polinomio P (x) no se divide enbre el polinomio Q (7), 
vs decir, si nv existe el palinorio G (rx) tal que 


P (0) = 0 (0-6 (um, 


entonces se iulroduce la operación de la división inexacta con resto. 
Dividir el polinomio 2 (x) entre el polinomio Q (0 con resto 
simnifica hallar dos polinomios G (£) y £? (2) tales que 


P (2) = 0 (2)-C (2) EA (o. (2) 


donde el rado del polinomio Ei (2) debe ser menos que el grado del 
polinomio Q (o). 

El polinomio £ (2) se luma dividendo, Q Lo), dieisor, G (xr), cu- 
ciente, y R (2) resto. Para dividir el polinomio P o entre el polinomio 
(0 los polinomios € (2) y A (2) se hallan uniformemente. 

Para dividir on polinomio cutre otro se suele aplicar la regla de 
ta «división mediante un ángulo», Para esto se ordena los pulinumios 
Pc) y Q (2) según las potencias decrecientes « y se halla el termino 
mayor del coriente (E (e) partiendo de la condición que pava la tuul- 
tiplicación ded mismo per el término mayor del divisor Q (e) debe 
ubtenerse el término mayor del dividendo P (2). El término ruayor 
del cociente hallado se multiplica luego por el divisor y ed polinomio 
obtenido se sustrac del dividendo. De resultas de la sustracción se 
obtiene el polinomio P, (<). El término siguiente del cociente se define 
de la condición que este término, siendo multiplicado por el término 


Y9-01477 
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mayor del divisar Q(x), debu dar el término mayor del polinomio 
P, (z), etc. El proceso continúa hasta que el grado de la diferencia 
nueva (es decir, el grado de cierto polinomio P, (x)) no sea menor 
que el grado del divisor. 1 polinomio P, (+) será el resto. 

Como resultado de la división del polinomio de n-ésimo grado 
P (2) entre el polinomio de k-ésimo grado Q (x) (* < n) en el cociente 
se obtiene el polinomio de grado rn — k. 

Ejemplo 3. Dividir el polínomio P (1) = 21 + 23 4 3124 3242 
entre el polinomio Q (2) = 4 241. 

El término mayor del polinomio P (7) es el término zx, y el 
término mayor del polinomio Q (x) es el término x2. Dividiendo x* 
entre 22, obtenemos 22. El taonomio xi es el término mayor del co- 
ciente. 

Multiplicamos el monomio zx? por el polinomio Q (z). De rosultas 
de la multiplicación se obtiene el polinomio x1* + x3 4- 12, Sustraemos 
este polinomio del polinomio P (zx): 


(ad + A + 318 + 32 + 2) (21438422) — 272 4- 32 + 2 =P, (x). 


Observando que el grado del polinomio P, (z), obtenido como 
resultado de la sustracción, no es menor que el grado del polinomio 
O (2), continuamos el proceso de división; dividimos el término mayor 
222 del polinomio P, () entre cl término mayor del polinomio Q (x): 


El polinomio de grada cero (el número 2) será el término siguiente 
del cociente. 

Multiplicamos el polinomio Q (x) por el número 2. De resultas 
de la multiplicación se obtiene el polinomio 2x? + 2x 4- 2, el cual 
sustraemos del polinomio P, (x): 


P, (2) — (Q2? + 22 + 2) = 228 + 32 + 2-— 
— (218 + 2: + 2) = 7 =P, (2). 


Aquí el proceso de división se termina, puesto que el grado del polí- 
nomio P, (x) es menor que el grado del polinomio Q (x). El polinomio 
P, (z) será el resto de la división del polinomio P (zx) entre el poli- 
nomio Q (z). Todo el proceso descrito de la división del polinomio 
P (x) entre el polinomio Q (+) se refleja brevemente en la expresión 
Siguiente: 
de da a Ed +r+1 
at + a? + y? 242 
_ 2414-3742 
2 +21 +2 
x 


De esta manera el cociente de la división del polinomio 


Pl e 204 32243242 
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entre el polinomio Q (7) =x2+zx-+41 es ed polinomio G(n + 
= 12 + 2, y el resto es el polinomio AR (7) = x, es decir, el polinomiv 
P (x) puede ser escrito en la forma 


24-134 3 +4 3204 2 = (424 24 141) G6?2+49 23) +. 


Esquema de Horner. El teorena de Bezout. Para dividir el poli- 
nomio de grado rn P (2) = eygr” + ara tb... dp. 7-4, entro 
el polinomio de primex grado x — < cs cómodo emplear el aétodo 
de división abreviada (denominado esquema de tlorner). Esle se 
obtiene como consecuencia de la definición de la opcración de división 
de polinomios, de la cual se deduce que dividiendo el polinomio de 
r-ésimo grado entre el polinomio lineal x — e se puede obtener en «1 
resto bien ed polinomio de grado cero (es decir, ua número diferente 
cero) o bien Al cero, y el grado del cociente el igual a n — 1. 

Sea que el cociente de los polinomios P (7) y z — e tione la forma 


G (z) _ ay an=1 =p" an -? 7- . ... + Oy 9 Y + An 11 
y el resto RI (x) es igual al número B. Ea virtud de la fórmula (2) 
teneruos 
ap1? + ajzntl pp agar. q Bt bo Ap = 
= (1 — €) (Agr? aran o Apt e An) FB (3) 
Suprimiendo los paréntesis y reduciendo los términos semejantes 
en el miembro segundo de la igualdad (3), de la condición de la ipuat- 


dad de polinomios obtenemos un sistema de ecuaciones lineales para 
hallar los coeficientes %g, Ly, Lg, > - -+; Anpm2r Enoja B: 


Ao — U0 
7 == Ty > cAg, 
Kg => ay “+ cas, 


Up=] 35 Up -1 Y C%p 7 
B == Gn + Cr 3» 

A esta tabla se denomina esquema de Horner. 

La primera ecuación del sistema da el valor 27 = 2,. Sustituyendo 
el valor de ay en la segunda ecuación del sistema, obtenemos x, .= 
= 4, + Cay. Sustituyendo este valor de a, en la tercera ecuación del 
sistema, obtenemos el valor «,, etc. La última será la expresión para 
el resto $: 


B = age” + ajerol + age... <p 10 E lp» 


Esta igualdad es conocida bajo el nombre de teorema de Bezout: 
Dividiendo cl polinomio ayu? + 82.1 4 a 4, 
entre r — e se obtiene un resto que es igual al valor de este polinonio 
para x= c. 
1.4. Algorilmo de Euclides para hallar el máximo común divisor 


de dos polinomios. Sea que P (2) y Q (<) son dos poligormtos arbitrarios, 
+ 
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y el grado del polinomio P (+) es más uv igual al grado del polinomio 
O (2). Dividimos el polinomio 2 (x) entre el polinomio Q (1), es decir, 
hallamos el cociente G (+) y el resto R (x) de la división de estos poli- 
nomios, Luego dividimos Q (1) entre R (x) y obtenemos el resto R, (5); 
dividimos R (z) entre R, (2) y obtenemos el resto A, (2); dividimos 
R, (x) entre Ra (x), etc. Puesto que los grados del resto todo el tiempo 
decrecen, en esta cadena de divisiones Sucusivas tenemos que llegar 
dentro de un número finito de pasos, hasta cl momento, cuando la 
división se efectúa exactamente. El resto R, (-), entre el cual se 
divide «xactamente cl resto antecedente Ra., (2) será cl máximo 
común divisor de polinomios P (z) y OQ (1). Es necesario advertir que 
este máximo común divisor, cn general, no tendrá un cucficicate mayor 
que sea igual a la unidad. 

ll rnáximo común divisor de dos polinomios con un coeficiente 
mayor igual a la unidad se obtiene, si dividimos lodos los coeficientes 
del divisor común obtenido por el coeficiente para el término mayor. 
Para mayor claridad escribiremos el algoritmo de Euclides en la forma 
de una cadena de igualdades: 


P (2) = 0 (2) -C (2) + RP (2), 

Q (2) = El (2)-6, (1) + A, (2), 

R (1) == FR, (2) -Gy (x) + fa (o), 

RP, (1) sl Ha (0) -Ga (u) + Ra La) 

Brea (0) = Bra (0) :En (5) + Bn (E), 

Hua (2) = Rp (2) Grs (2). 
Ánotemos otra vez que el máxima común divisor del polinomio P (z) 
y Q (2) os el polinomio R, (z) dividido por el cocficiente mayor. El 
algoritmo de Euclides para hallar el máximo común divisor de dos 

olinomios cs completamente análogo al algoritmo de Euclides para 


hallar el máximo común divisor de dos números naturales. 
Ejemplo. Hallar el máximo común divisor de los polinomios 


P(r)= ii im 2204 la r—t, 
Q (1) O 


Dividamos «mediante el ángulo» el polínomio 2 (<) entre cd polino- 
mio Q (c): 


E A EA E OS | x3— 1 
> —u? ai —2 
— ai — 27 + 3d e 
a gi “4 y 

—2P +2 


3Jz* — 3 
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El cociente es G (1) = 2? — z-— 2, el resto, ? (7) = 3? — 3, 
Dividimos el polinomio Q (r) entre el resto R (+): 


72—4 [| 3xt—3 
— aa 1 z 
z—1 3 


Designamos el cociente con G, (+), y el resto, con 7?, (7). En virtud 
del algoritmo de Euclides dividimos el resto de la división anterior 
R (z) entre el resto obtenido Ri (1): 


_ 313 x— 
3li— 371 32 4-3 
3z—3 


El polin mio R (z) se dividió exactamente entre el polinomio 
Ri (2) = z— 1. Por consiguiente, el polinomio = — 1 es el máximo 
común divisor de does polinomios dados P (1) y O (x). 


1.5. Raíces de un polinomio. Sea Píx) = aya” + 
+aaóttaar4... + 4p.-¡1 + a, cierto polinomio de 
grado nr. Tomemos el número c y sustituyámoslo por la varia- 
ble x én cl polinomio P (x). El número obtenido 


ape” +- aycrai + ayc""? + . . . + Urol + Gn 


so lama valor del polinomio P (zx) para x =C y se desig- 
na P (c). 

El número e se llama raiz del polinomio P (x), si el nú- 
mero P (c) es un cero. 

El concepto de raíz de un polinomio se conecta estrecha- 
mente con la obtención del divisor lineal de un polinomio. Si 
el número c es la raíz del polinomio de grado n P (zx), enton- 
ces el polinomio P (x) se divide entre el polinomio Jineal 
x —c, es decir, el polinomio 2 (1) puede representarse en 


la forma 
P (1) = (2 — e) Q (z), 


donde Q. (x) es el polinomio de grado n — 1. 

Puede resultar que el polinomio de n-ésimo grado P (z) se 
divide no sólo entre el polinomio lineal x — ec, sino también 
entre un grado más alto de éste, es decir, por el polinomio de 
la forma (x — c)*, donde k es un número natural mayor que 
la unidad, El número c se llama raíz de la multiplicidad k 
del polinomio P (2) (o raíz múltiple k), si el polinomio P (z) 
se divide entre el polinomio (x — c)*, pero no se divide por el 


13% Algebra Cap. 4. 


polinomio (2 — e)**L, Si el polinomio L (x) se divide entre 
el polinomio lineal - — e, pero no se divide por (zx — e)?, 
entonces e] número c se llama raíz simple del polinomio ?” (2). 

Para que el número c sea la raíz múltiple 4 del polinomio 
P (7), es necesario y suficiente que el número c sea la raíz 
múltiple (k — 1) de la variable del polinomio 2 (x). 

1.6. Fórmulas de la multiplicación abreviada. Is fá- 
cil convencerse que cl número c es la raíz del polinomio 
1" —c(” (nes cualquiera) y el número c, la raiz de los polino- 
mios 2% —c* (n €s par) y 2" +c" (n es impar); por eso 

1) el polinomio :«” — c” se divide por el binomio x — c 
para cualquier x natural; 

2) el polinomio x” — e” se divide por el binomio r + c 
para cualquier » par; 

3) el polinomio 2” + ce” se divide por el binomio x + ec 
para cualquier » impar. 

Gomo resultado de la división se obtienen respectivamen- 
te los polinomios de frrado (n — 1): 


qe — Y _ _ _ _ A 
E e 
m1 
= » aro ice (n es cualquiera); 
k=0 
ute =p nO ts 
t 
n-1 
y ; ho 
mm) (— 4) arica es par); 
¿ú 
¿NY en Ñ Ñ _ Ñ Ñ 
== = pu gn e a lÑÁ  —Á e 24 MA 
m-—i1 
= >) (—1Pxtder (n es impar). 
k:=0 


En particular. de las igualdades ciladas más arriba se 
deducen las fórmulas más stmples que se liaman fórmulas de 
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la multiplicación abreviada: 
(x + c) (x — c) ss ae — gl, 
lr+O(r—i+c0=a3 20, 
(1 — 0) (a? + xo + e?) =3xai—e. 


1.7. Fórmulas de Vióte. Entre las raíces C(, Co,» .. Cp 
del polinomio de grado n 


Pla) = xP +ag art... dp. ¡TA da 
con el coeficiente mayor que cs igual a la unidad (cada raíz 


se toma tal número de veces, cual es su multiplicidad), exis- 
ten las dependencias que se llaman fórmulas «de Viéte: 


Crta... + Cno “E Cp" — Ay, 
tr, +|-- CC y 4- ... + Crieiln = Uy, 
Erlola + CIC <H ... P Cnoolaniln = — Ay, 


Ejlolg. . Enojln = (14, 
Si P (7) es un trinomio de segundo grado, es decir, 
P(í) =3 + +4, 


y los números c, y c, son $us raíces, entonces las fórmulas do 
Viéte ticnen la forma 


Ci + Co == — P, Cia = (1. 
Si P (2) es un polinomio cúbico, es decir, 
P(O)=x--Lpr+qo+"r, 


y los números Cy, Ca, Cy SON SUS raices, entonces las fórmalas 
de Viéte tienen la forma 


CT Ca TClg= — Ps CjCa + Coly do Cia =(, 
CilaCg == — Po. 


1.8, Teorema fundamental del álgebra. Introduciendo el concepto 
de raices del polinomio, no hemos planteado la cuestión sobre si cada 
polinomio con coeficientes reales tiene raices. Es conocido que existen 
polinomios con coeficientes reales, que no tienen raices reales (1? 4- 1 
es uno de tales polinomios) y precisamente este hecho es una de las 
causas de la introducción del concepto de número complejo. Se puede 
suponer que existen polinomios que no tienen raíces incluso en cl 
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, 


conjunto de números complejos, sobre todo si examinamos los poli- 
nomios con cualesquiera coeficientes complejos (nu caso particular 
de los cusles son los polinomios con coeficientes reales). Si esto fuera 
así, entonces el sistema de números complejos necesitaría de una 
extensión posterior. En realidad, sin embargo, es válido el siguiente 
teorema fundamental del álgebra: 

Cualquier polinomio de grado n con cocficientes complejos ca el 
conjunto de números complejos tiene exactamente »* raices, si cada 
raíz múltiple se cuenta tal número de veces, cual es $u multiplicidad. 

'Podas las demostraciones de esle teorema (las cuules son bastan lo 
numerosas) en mayor o menor grado utilizan las propiedades de los 
números reales y complejos relacionados con la continuidad, a con- 
secuencia de lo cual todas estas demostraciones no $e pueden considerar 
puramente algebraicas. 

El teorema fundamental del álgebra es válido también para 
n == 0, puesto que el polinomio de grado cero nu tiene raices. El teorema 
fundamental del álgcbra no es aplicable sólo al polinomio nulo, cuyo 
yrado no está definido. 

1.9. Descomposición del polinomio en factores. En virtud del 
teorema fundamentid del álgebra el polinomio de »-ésimo grado 


P (2) — aga? q art? de aga Ao de Ap pr lr A, 


con cualesquiera cocficientes complejos (y, en particular, con reales) 
tiene r raices (teniendo en enenta sus multiplicidades) y, -por con- 
sipuiente, se divide exactamente en polinomios lineales. 


E-=Cy Y—Ca -- «y YX — Cp 


donde C,, Cas » ++, €y S0n las raices del polinomio: es decir, el poli- 
nomio lo representamos ca forma del producto de » factores lincales: 


P(x) = do (e— c)(r—<“)... (5 — £p). 


La descomposición del polinomio P (x) en producto de polinomios 
lincales es únicamente con una precisión hasta el orden de sucesión de 
factores. 

1.10, Ciertas consecuencias del teorema fundamental del álgebra 
para los polinomios con coeficientes reales. Si un número complejo 
(pero no real) e = a -+- Bi es una raíz del polinomio de n-ósimo grado 
con coeficientes reales, entonces también cl número e = a — Pi con- 
jugado complejamente con el número e == a 4- Pi será la raíz del 
polinomio dado. 

Del carácter conjugado de las raices complejas de un polinomio 
con cocficientes reales se deduce que cualquier polinomio de grado 
impar con coeficientes reales tiene por lo menos una raiz real, 

Sea que P (7) es un polinomio de grado » con cocficientes reales, 
y e = a + Bi, su raíz. Entonces el número c = a — Bi.es también 
la raiz del polinomio P (x), y, por consiguiente, cl polinomio P (x) 
puede ser representado en la forma 


P (x) = (2 — c) (2 — €) Q (2), 
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donde Q (2) es el polinomio de (a — 2)-ésimo grado con coeficientes 


reales, 
El producto 


(— lec =2?-(c4 074 co =xt— lar + 01 + p3 


representa un polingmio de segundo grado con coeficientes reales. 

Do esta manera, cualquier polinomio con cueficientes ruales se 
representa y además mediante un único procedimiento (con una preci- 
sión hasta el orden de factores), en la formu del producto de su coefi- 
clente mayor 47 do ciertos polinomios con cocficientes reales del 
tipo = — c, que corresponden a sus raíces reales, y de los polinomios 
cuadrados de la fora x2 — (c + e) 2 + ce, que corresponden a los 
pares de raíces complejas conjugadas. 

Anotemos que entre los polinomins con cocficientes reales y con 
coeficiente mayor, igual a la unidad, sólo los polinomios lincales 
x — e y los polinomios cuadrados que tienen la forma 1? — (e -+ e) z + 
+ ce son indescomponibles en factores de grado menor en el conjunto 
de números reales (o son irreducibles). 

La propiedad demostrada de los polinomios con cneficientes 
reales es análoga a lu propiedad de descomposición de cualquier número 
natural en factores primos. Para cualquier polinomio P a de n-¿simo 
grado con coeficientes reales y el primer coeficiente, igual a la unidad, 
se puede escribir la descomposición, análoga al desarrollo canónico de 
los números naturales (véase p. 1.3 de capítulo 2): 


Plo=te—ep e a—ept .. la—ep tx 
X [22 — (0145 0141) AO ..» 


- - R 
m 
[19 —([Crsm + Ci+m) z + CiemCiem) be 


ky + kg co Pki+2 at... +FKism) ==", 


donde c,, Ca, + » ., €; son las raíces reales del polinomio con las multi. 
plicidades ky, kg, ..., ki Y fergri Cr4rd, > > => (Ci4m? Ci+m) Son los 
pares de las raíces conjugadas complejamente con las multiplicidades 


$ 2. Polinomios de varias variables 


2.1. Monomios y polinomios de varias variables. La expresión de 
la forma 


axttzts A 


donde a es un coeficiente numérico distinto de cero, y ky, ka, . . -, Kn 


> 


son números enteros no negativos, se llama monomio de n variables 
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Zip Tas +» «» Xp. Dos monomios de » variables 


ari take ... gin y dalgis ... q 


se Jlaman semejantes, Si ky= ls, ka=l2 .- +» Kn =ln- 
La Suma del número finito de un monomio que tienc la forma 


aria giazko co.» aen se llama polinomio P (2,, Tag, Y3, - - -» Zp) de n 
variables x,, %a, Z3, - -., 2%”. Los monomios que forman el polinomio 


se llaman términos del polinomio. 

Al mismo tiempo se presupone que el polinomio P (x,, Xq, Za, - +. 
. « «y 24) no contiene términos semejantes y que se consideran sólo los 
términos con cocficientes distintos de cero. El exponente más alto con 
el cual la variable r, entra en el polinomio se lama grado del polino- 
milo P (£,, Zg, Za, Ñ ., £,), respecto a cierta variable elegida xr; (i 
=l1l, ¿ rs 9%.» +., $9). 

El número 

ki + kg + kg Hb. co bkn» 


os decir, la suma de los exponentes de las potencias de todas las va- 
riables x, que entran cn el monomio dado se llama grado del monomio 


atigtogka (6. ¿ qfn 


(o grado de un conjunto, de variables). El valor más grande de la suma 
ka + ka ks+..-3k, que so encuentra en cualquiera de los 
tórminos del polinomio se llama grado de un polinomio del conjunto 
de todas las variables. 

El polinomio P (x,, ta, tg, » . -» 2.) se llama homogéneo, si los 
grados de todos los monomios que entran en el polinomio son igualea, 

2.2. Ordenación lexicográfica de los términos de un polinomio, 
Mientras. que para los polinomios de una variable existen dos modos 
naturales de ordenación de Jos términos de un polinomio, según las 
potencias decrecientes y crecientes de la variable, para los polinomios 
de variás variables tales modos naturales-ya no son utilizables. Sin 
embargo, existe un modo que se utiliza frecuentemente de ordenación 
bastante determinada de los términos de un polinomio de varias va- 
riables, que se llama modo «exicográficos. Este mado es análogo al 
modo de ordenación de palabras cn el diccionario: considerando las 
letras ordenadas de tad manera como se hace en e) alfabeto, se deter- 
miva la posición mutia de dos palabras cn cl diccionario por sus 
primeras letras; si las primeras letras coinciden, entonces por las 
seguridas, etc. 

La esencia del modo «lexicaográfico» de ordenación de los términos 
de un polinomio de varias variubles consiste en lo sigujente. 

Sea que P (2, Za, Xg - + «+ Tp) es un polinomio de » variables 
Lie Yes Lar + --> Zn, Y Supongamos que 


Rs «19 la En ts 


1 1 
E € A E : y 


atar ... Tn 


son des términos distízlos del polinomio dado. Puesto que cestos dos 
lerminos son distintos, por lo menos una de las diferencias de los 
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exponentes de grados 
k, o la, ka uned la, .. ») En — En (1) 


es distinta del cero. El término %:z le q... 2? se considera su- 


perior al término x'xlieja, .. fr, si la primera diferencia distinta 
de cero en (4) es posiliva. En caso contrario el término 2%... An 
se considera inferior 1] término zltrl»... 1?, Dicho de otra manera, 
el término otra o... gn es superior al término xy zlrala E, 
ik, > l oSik, = 1, kg > ly, etc. Es difícil advertir que de que el 
término Zafr ho... zin es superior al término Pts... an 
no se deduce” que e] grado del término ¿> 22%... ¿En es mayor que 
el grado del término xPzhej2 ... af. Así, por ejemplo, el término 
r2x, se considera superior al tcrmino 222, aunque su grado (por el 
conjunto de variables) es menor. — 

Comparando entre sí todos los términos del polinomio, destaca- 
mos de ellos aquel que es superior a todos los demás, y lo escribimos 
en el primer lugar. Comparamos los demás términos del polinomio 
y destacamos de ellos al superior, que In escribimos en cel segundo 
lugar, etc. De resultas obtenemos la expresión del polinomio de n va- 
riables, en la cual cada término, comenzando por el segundo, es in- 
lerior al anterior. , 

Esta forma de escritura se llama modo lexicográfico de expresión 
de un polinomio de varias variables. El término del polinomio que 
se encuentra en el primer lugar se comsidera término superior de un 
polinomio. 


$ 3. Fracciones algebraicas racionales 


3.1. Operaciones arilméticas con tas fracciones algebrai- 
cas. La expresión que tiene Ja forma 


P 
0? (1) 


donde P y QOson los polinomios de una o de varias variables*), 
se liama fracción algebraica racional. $31 polinomio P se llama 
numerador de una fracción, y el polinomio Q, su denominador. 

Seguidamente, caso de que no haya adverlencia especial, 
se estudiarán Jas fracciones, el numerador y denominador 
de las cuales son log polinomios de una variable. 

La fracción algebraica racional (1) está definida para 
todos los valores de la variable x, a excepción de la lista 
finita de valores que anulan el polinomio Q (x) (las raíces 
de] polinomio Q (z)). " 

*) La fracción algebraica racional a veces también se denomina 
expresión algebraica racional. 
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El conjunto de valores de una variable x, para los cua- 
les el denominador de la fracción se distingue de cero, se 
llama conjunto de valores admisibles de la variable x de la 
fracción algebraica dada. Dos fracciones racionales algebrai- 
sn E y Prt2) a se llaman iguales (o idénticamente iguales), 
si P (). Q, la) = Q(x)-P, (2) para todos los valores z, 
para los cuales Q (2) 4 0 y Q, (2) ye 0. De la definición de 
la igualdad de fracciones se deduce que la fracción algebrai- 
ca no cambia, si el numerador y el denominador de la frac- 
ción se multiplica por un mismo polinomio K (zx): 


cas 


P()_ P(53KGa) 
Qi) T 0 t()-K(2) * 


ión esta propiedad se basa la regla de simplificación de las 
fracciones algebraicas, es decir, la división del: numerador 
y dei denominador por su común divisor y también la reduc- 
ción de fracciones a un denominador común. 

Como resultado de la simplificación de una fracción alge- 
braica puede ser obtenida una fracción algebraica que tiene 
un conjunto de valores admisibles que no coincide con el con- 
junto de valores admisibles de la fracción original. Esta cir- 
cunstancia debe tenerse en cuenta cuando se simplifican 
las fracciones algebraicas. 

Por ejemplo, la simplificación de la fracción algebraica 


2i—1 
z(r— 1) 


en un polinomio Jincal z — 1 reduce la fracción algebraica 
dada a Ja forma 
+1 


t 


Ll número 1 entra en el conjunto de valores admisibles 
de la fracción obtenida, mientras que para la fracción origi- 
nal el número 1 no entraba en el conjunto de valores admisi- 
bles. 

La fracción algebraica 


P-Q1+P10 
QQ (e) 
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so llama suma de dos fracciones algebraicas racionales 
Pta 
Q Quo 
Se dice que la fracción algebraica (2) está obtenida de resul- 
P 


tas de ln adición de fracciones % 


P, . 
y qye escribe 
PQO+P0_ Pé 
Q-:4 ¿A 
La fracción 
P.P, ) 
Q-Q (5) 
se llama producto de dos fracciones algebraicas racionales 
P y Py 
0 Qr” 
Se dice que la fracción algebraica (3) está obtenida de resul- 


tas de la multiplicación de fracciones o yA y se escribo 
: Y 


La fracción 


AAN l 
9%, (4) 
se llama diferencia de dos fracciones algebraicas 


py Pr 
Q Qy * 
Se dice que la fracción algebraica (4) está obtenida de ru- 
.. .. .. 3 » .. , 
sultas de la sustracción de la fracción o de la fracción 7 
A U 

y se escribe 
P.Q1i—P1Q0 _ P Pp, 
Q-Q QQ Qr 

La fracción 
P-Q; F 
TP (2) 
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se llama cociente de dos fracciones algebraicas racionales 


p P, 
Ya: 
Se dice que la fracción algebraica (5) está obtenida de resul. 
tas de la división de la fracción < entre la fracción S y Se 
escribe 
QPY 7 QQ” 


El cociente de dos fracciones algebraicas racio ales está 
definido para todos aquellos valores admisiblos de la varia- 


ble zx de las fracciones +5 y 2 , para los cuales P, (4) 0. 


Las operaciones de adición y multiplicación de las frac- 
ciones algebraicas racionales son asociativas y conmutativas 
y se relacionan por la ley de la distributividad de la multi- 
plicación respecto a la adición. 

3.2. Fracciones algebraicas propias. Lua fracción alge- 


braica racional E se lama propia, si el grado de un po- 

linomio que se encuentra en el numerador de la fracción es 

menor que el grado del polinomio que se encuentra en el de- 

nominador de la fracción, y se lama impropia en el caso 
contrario. 

De esta manera, la tracción 

q3 


BA +1 
es propia y las fracciones 
q3 a 
a 3 y +14 
son impropias. 

Cualquier fracción algebraica racional impropia E 
puede ser representada en forma de suma de un polinomio y de 
una fracción propia. Para esto es necesario hallar el cociente 
G (x) y el resto R (z) de la división del polinomio P (x) por 


el polinomio Q (x). Entonces la fracción impropia + re- 
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sulta ser representada en la forma 


R(A _ H (x) . 
dia =WDt > (6) 


donde 315 es una fracción propia, y G (x) es un polinomio 
llamado parte entera de la fracción algebraica racional. 
Leo e oo. , P(í) 

La representación de la fracción impropia Ta la 
forma (6) se llama formación de la parte entera de la fracción 
algebraica impropia. 

Ejemplo. La fracción algebraica racional 


q 
x-1 


puede ser escrita en forma de suma de un polinomio y de una 
fracción algebraica racional: 


Ed 1 
are “ati 77» 


donde el polinomio 2? — zx + 1 es la parte entera de la frac- 
ción algebraica impropia. 


3.3, Fracciones simples. Una fracción algebraica racional propia 


E 2 se llama simple, si su denominador (O (x) es el grado natural de 


cierto polinomio irreducible q (x): 
0()=g2 (1) (>1), 


y el grado del numerador P (=) es menor que el grado del polinomio 
q (2). Recordemos, que entre los polinomios con coeficientes reales 
y con un término mayor igual a la unidad, son irreducibles sólo los 
polinomios lineales x — e y los polinomios cuadrados que tienen la 
orma 1? + pz + q, si los coeficientes del trinomio de segundo grado 
satisfacen la desigualdad p? — 4g < 0. A consecuencia de esto una 
fracción algebraica racional puede ser simple sólo en los casos, cuan- 
do su numerador P (x) es o un polinomio de primer grado o un polino- 
mio de grado cero (es decir, un número no igual a cero). 

Ejemplos. 1. La fracción Ea" (k es natural) será una frac- 
ción algebraica racional simple, puesto que su denominador es el grado 
de un polinomio irreducible y el grado de un polinomio irreducible 
es mayor que el grado del numerador. 


no es una fracción simple, puesto que el 


Pp ¿3 — 
» 100 
2. La fracc E 
grado del polinomio que se encuentra en el numerador de la fracción 
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cs mayor que el grado del polinomio que se encuentra en el denomi- 
nador. 


3. La fracción no es simple, puesto que su denominador 


T 

13 — 1 
se puede descomponerlo cn factores. 

En la teoría de las fracciones algebraicas racionales el lugar de 
mayor importancia le pertenece al teorema siguiente: 

Cualquier fracción racional propia se descompone en una suma 
de fracciones simples y esta descomposición es única. 

Ejem plo 4. Descompóngase en una suma de fracciones simples la 


z 
Q (7) 

P (er) =>. 20 — 103% 4- 732 - 4 |- 3, 
O (1) = 28 — 277 4 20 — Ir -]- 2. 


fracción propia , donde 


El polinomio Q (e) puede ser representado en da forma del pro- 
ducto de polinomios irreduciblos: 


2 2074 2 Br 2 (e 2) (2 — 1)? (a? A 4). 


La descomposición buscada de la [ricción debo toner la forma de 


(< 
Q (0 


PD _ A B z Dx+ E 
ACTI | EE + —t + rt? 


donde quedan por hallar los números A, B, C, D, E, Reduzcamos el 
miembro segundo de la fracción a un denominador común y, utilizando 
la definición de la igualdad de polinomios, obtendremos un sistema 
de cinco ccuaciones lineales con cinco Incógnitas: 4, B,C,D, £, 

El sistema obtenido tendrá una única solución: 


A =3,B=1,CUC=-—2,D=1, E = 3 y, por consiguiente, 
la descomposición buscada tiene la furma 
PA 42 
VR 4-2 | (r— 1)? z— 1 da : 


3.4. Proporciones. la igualdad que tiene la forma 
a e - 
b d (2) 


se llama proporción y a, b,c, d, términos de la proporción. 
En la proporción (7) a y d se llaman términos extremos, y b 
y Cc, términos medios de la proporción. 

De la proporción (7) se doduce: 
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1) ad =b-c; 
9) a+b_ cxkd ab cd 
Bb " d ? a+b” ck+d? 
mepnd_ _ merma (proporciones deducidas), 


pabgb —  pepgd 


donde m, n, p, q son números arbitrarios (p y q no son simul- 
táneamente iguales a cero). 


$ 4. Expresiones algebraicas irracionales 


Una expresión algebraica se llama irracional, si con 
las variables que entran en la expresión algebraica se efec- 
túa, junto con las operaciones de adición, sustracción, mul- 
tiplicación y división, la operación de elevación a una 
potencia (no entera) racional. 

Ejemplos. 1. La expresión algebraica 


jaVi+b 


es una expresión algebraica irracional, puesto que la varia- 
ble x se encuenta bajo el signo de la raíz cuadrada. 
2. La expresión algebraica 


3 
Y 222—Y ax —1 


respecto a la variable - no es una expresión algebraica irra- 
cional. Si consideramos a como variable en esta expresión 
algebraica, entonces la expresión cs irracional. De esta ma- 
nera, la respuesta a la cuestión sobre la irracionalidad de 
una expresión algebraica depende de qué magnitudes en la 
expresión algebraica dada se consideran variables y cuáles, 
cocficientes. 

Las transformaciones de las expresiones algebraicas 
irracionales se ofectúan de acuerdo con las leyes generales 
de las operaciones aritméticas y con las reglas de operacio- 
nes con radicales. 

Eliminación de la irracionalidad del numerador (denomi- 
nador) de una fracción algebraica irracional. La expresión 


10-01477 
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algebraica que tiene la forma 

f(x) 

g (z) (1) 
so Hama expresión irracional fraccionaria, si por lo menos 
una de las expresiones algebraicas f (1) o g (1) es irracional 
respeclo a la variable z. 

Sea S (1) cierta expresión algebraica irracional respecto 
a la variable x=. La expresión algebraica S (x) que no es idén- 
ticamente igual a cero se Mama factor adicional para la ex- 
presión algebraica $ (<), si S (2) S (xr) es una expresión alge- 
braica racional respecto a la variable x. El conocimiento de 
factores adicionales para )as expresiones algebraicas que se 
encuentran en el numerador (o en el denominador) de la frac- 
ción (1), permite representar la fracción a en forma de 
una fracción, el numerador (denominador) de la cual es la 
expresión algebraica racional: 


==. —— ko 
. em 


donde f es el factor adicional del numerador y g, ol factor 
adicional del denominador. Tal transformación de la ex- 
presión irracional es la que se llama eliminación de la trra- 
cionalidad respectivamente del numerador y del denominador 
do la expresión fracciunal irracional. 

De esta manera, el proceso de eliminación de la irracio- 
nalidad se reduce a hallar un factor adicional para la oxpre- 
sión algebraica S que contiene radicales. Podemos decir, que 
es muy difícil indicar un método universal de obtención del 
factor adicional. A continuación citamos los factores adicio- 
nales para ciertas expresiones algebraicas de dos variables, 


roy y 


S (zx, y) S(z, y) S(z, y S1z, y) 
Y z*y! Y 2rkya-1 zy 


VizsVy ViFVy z—y 
gn 32 3_ 3 3 
VizVy Ve FViy+Vy uy 
Vi-Vy Var Y aay Y y ai y 
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(n es cualquior) 


rn n rn n A 

Vi+Vy Vera —Yray 4... +Yyot  a+y 
(n es impar). 

Es muy fácil convencerse, que si la expresión algebraica 
S (z, y) es un factor adicional para la expresión algebraica 
S (x, y), también la expresión algebraica $ (x, y) será un 
factor adicional para la expresión algebraica $ (zx, y). 

Observemos que si el número de sumandos que contienen 
radicales es mayor que dos, entonces la eliminación de radi- 
cales del numerador (denominador) de la fracción es cómodo 
efectuarla en ciertos casos, utilizando sucesivamente las 
fórmulas de la multiplicación de irracionalidades. 

Ejemplos. 1. Eliminar la irracionalidad del denominador 
de la fracción algebraica 


zT 
YY zZHA 
Observando que de factor adicional para el denominador 
sirve 


a «> 
Yz—1, 
multiplicamos el numerador y el denominador de la fracción 
3 
por la expresión Y x—1: 
*— 2 (Y 2-1) _(V 2-1) 
V24 Y 241 VIO VA VZ24D..- 21 * 


2. Eliminese la irracionalidad del denominador de la 
fracción 


1 
Vi+Vy-V2 
Designando Vz + Vy = 3 y multiplicando el numera- 
dor y denominador de la fracción dada por la expresión 
t+ Vz, obtenemos 
1 4 Vz_ Vi4+Vu+4Vz Vi4tVy+ vz 


A 2 A -ÚÚÁÁmemmnpyunniea. CE 


iYs Pa — (yi+rVyi—zs Crue +2Vzy 
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Como resultado de Jas transformaciones de la fracción 
algebruica original efectuadas hemos obtenido una fracción 
algebraica que contiene en su denominador sólo un radical. 
Ahora, multiplicando el numerador y denominador de la 
fracción por la expresión 


(1+y—2)-2 V zy, 


obtenemos la fracción que ya no contiene la irracionalidad 
en el denominador: 


(Vzi+ Vi V2) (24 y—2—2 V 2y) 


(a - y —2)* —4xy 


$ 5. Ecuaciones. Ecuaciones algebraicas 


5.1. Principales definiciones. En álgebra se estudian 
dos tipos de igualdades: identidades y ecuaciones. 

La identidad es una igualdad que se cumple para todos 
los (admisibles) valores de las letras que entran en ella +). 
Para escribir la identidad junto con cl signo = se usa tam- 
bién el signo =. 

La ecuación es una igualdad que se cumple sólo para 
ciertos valores de letras que entran en ella. Las letras que 
entran en la ecuación, según la condición del problema, 
pueden ser no equivalentes: unas pueden adquirir todos sus 
valores admisibles (son los llamados parámetros o coeficientes 
de la ecuación y suelen designarse por las primeras letras 
del alfabeto latino: au, d, c, ..., o por las mismas letras 
con los índices: 4;, Ao, . . .,00d,, ba, - - -); Otras, cuyos valo- 
res es necesario hallar, son las llamadas incógnitas (suelen 
denominarse por las últimas letras dcl alfabeto latino: 
IT, Y, 2, -.., O por Jas mismas letras con los índices: x,, 


Lor -». 0 Y Ya »- +). 


*) Bajo cl término admisibles se entiende aquellos valores numé- 
ricos de las letras, para los cuales son realizables todas las operagi0- 
nes que se efectúan con las letras que entran en la igualdad. Por ejem- 
plo, los valores admisibles de las letras que entran en la igualdad 


b+ 1 ——, 
” = Yzx--2 


son los siguientes: para a (—oo; 0) U (0; +00); para z (2; +00), 
para b (—oo; +00). 
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En su forma general la ecuación puede ser escrita como 
sigue: 
py (Ly, To, . . .,) Ln) — 0. 


Según cl número de incógnitas la ccuación se llama, 
ecuación con una, dos, etc. incógnitas. 

El valor de las incógnitas que convierten la ecuación en 
identidad se llama solución de la ecuación. 

Resolver una ecuación significa hallar el conjunto de sus 
soluciones o demostrar que las mismos no existen. Según 
el tipo de ecuación el conjunto de soluciones de una ecuación 
puede ser infinito, finito y vacío. 

Si todas las soluciones de la ecnación F == ( son solucio- 
nes de la ecuación (7 = 0, entonces se dice que la ecuación 
G =0 es consecuencia de la ecuación Fi == 0 y se escribe 


F=0=>G=0. 
Dos ecuaciones 


F=0yG=0 


se llaman equivalentes, si cada una de ellas es consecuencia 
de Ja otra, y se escribe 


F=0<>G=0 


De esta manera, dos ecuaciones se consideran equivalen- 
tes, si el conjunto de soluciones de estas ecuaciones coinciden. 

La ecuación F' = (Q se considera equivalente a las dos 
(o a varias) ecuaciones FP, = 0, F, == 0, si el conjunto de 
soluciones de la ecuación FP = O coincide con la unión de los 
conjuntos de soluciones de las ecuaciones FF, = (0, F, =0. 

Ciertas ecuaciones equivalentes: 

1) La ecuación F 4- G =G es equivalente a la ecuación 
F = 0, que cstudia sobre el conjunto de valores admisibles 
de la ecuación original. 


Ñ es P ” .. 
2) La ecuación G= O es cquivalente a la ecuación 


F = 0 que se estudia sobre el conjunto de yalores admisi- 
bles de la ecuación original. 

3) La ecuación F:-G =0 es equivalento a las dos ecua- 
ciones F=0 y G =0. 

4) La ecuación F'” =0 es equivalente a la ecuación FP = 0. 
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9) La ecuación FF” = G” para n impar cs equivalente 
a la ecuación F = G, y para n par es equivalente a las dos 


ecuaciones F =G y P=-—G. 
La ecuación que tione la forma 
Pa = O, 


donde P, es el polinomio de r-ésimo grado de una o varias 
variables, se llama ecuación algebraica. 

Se llama ecuación algebraica con una incógnita la ecua- 
ción que se reduce a la forma 


ay? + arrla tr... + an. 7 + an =0, 


donde rn es un número entero no negativo; los coeficientes 
del polinomio ap, %,, Ga, - - «y Cn-1, Gn Se llaman cocficien- 
tes (o parámetros) de la ecuación y se consideran «dados; 
xw se llama incógnita y os buscada. El número n se llama 
grado de una ecuación. 

Los valores de la incógnita x que convierten a la ecua- 
ción algebraica en identidad se llaman raíces (a veces solu- 
ciones) de una ecuación algebraica. Antes de exponer los 
conocimientos sobre los tipos particulares de la ecuación 
algebraica (lineal, cuadrática y otras ecuaciones) observe- 
mos, que los métodos de solución de las ecuaciones cuadráli- 
cas y lineales ya eran conocidos hace mucho tiempo, mientras 
que el descubrimiento de los métodos de solución de las ecua- 
ciones de tercero y cnarto grado se refiere al siglo XVI. 
Después, casi tres siglos continuaron las tentativas infruc- 
luosas para hucer el siguiente paso, es decir, para hallar 
las fórmulas que expresen mediante los radicales las raices 
de cualquiera ecuación de quinto grado a través de sus coe- 
Ficiecntes. Estas lentativas se terminaron sólo cuando Abel en 
los años veinte del siglo pasado demostró que tales fórmulas, 
que dan la solución de las ecuaciones de r-ésimo grado para 
cualquier n> 5, no pueden ser halladas. 

Este resultado de Abel no eliminó, sin embargo, las po- 
sibilidates de que las raíces de ciertos polinomios concretos 
con coeficientes numéricos pueden, no obstante, expresarse 
de una u otra manera a través de los cocficientes mediante 
cierta combinación de radicales. J3l problema sobre las con- 
diciones, para las cuales la ecuación dada es resolubie en 
radicales, fue investigado por Galois en los años treinta 
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del siglo pasado. En particular, él mostró que para cualquier 
n> 5 se pueden indicar las ecuaciones de r-ésimo grado que 
son irresolubles en radicales incluso con cocficientes numá- 
ricos enteros. Tal, por ejemplo, es la ecuación 2% = 4x— 
—2=0. 

5,2. Ecuación lineal. La ecuación de primer grado 


ar+b=0, (1) 


donde a y b son ciertos números reales, se llama ecuación 
lineal. 


Ar . . [ 
La ecuación lineal siempre tiene una sola ralz x = —- 


la cual se halla de la manera siguiente. 
Adicionando a ambos miembros de la ecuación (1) el 
número — b, obtenemos la ecuación 


ar == — lb, (2) 


que es equivalente a la ecuación (1). Divicdiendo ambos miem- 
bros dle la ecuación (2) por el valor « + 0, obtenemos la 
raíz de la ecuación (1): 


5.3. Ecuación cuadrática. La ecuación algebraica de 
segundo grado 
ax? + bre -p ce =0, (05) 


donde a, b, e son ciertos números reales, se lama ecuación 
cuadrática. Si a = 1, entonces la ecuación cuadrálica (5) 
se llama reducida. 

Las raíces de la ecuación cuadrática se calculan por la 
fórmula 


bt Y 0—4ac 
Za ? 
la cual puede ser obtenida como resultado de las Lransforma- 
ciones siguientes de la ecuación inicial *). 
Escribimos el trinomio de segundo grado ax%óot ba e 
que se encuentra en el primer miembro de la ecunción (3) en 
forma de cuadrado perfecto y efectuamos las Lranstormacio- 


T1.2= 


*) La expresión 12 — 4ec se llama discriminante de la ucuación 
cuadrática, 
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nes, como resultado de las cuales cada vez se obtendrá una 
ecuación equivalente a la ecuación inicial: 


y a2 b3— á4ac hb y2 
a (+37) - GE =0 = a (243) 


b3 — hac 2 b?-—4nc 
a (ep 


-- 
VEZ" 24 y E 
V 52¿— hac 
li |= Ta] , 


La última ecuación es equivalente a dos ecuaciones: 


pb Y b—dac 
DECIS de 

bo V y3 — hac 
LE AT (5) 


Utilizando la definición del valor absoluto del número, es 
fácil convencerse que las ecuaciones (4) y (5) son equiva- 
lentes a las ecuaciones 


roo b + V 03— 4ac 
2a 24 y 
q=—%_ Voii—óoc 
28 La 


Uniendo estas dos fórmulas obtenemos la fórmula de las 
raíces: 
_ —bA Vida 
nn 
En este caso: 
si b? — 4ac > 0, entonces la ecuación tiene dos distintas 


raices reales; 
si Bb? á4ac =: 0, la ecuación tiene una raíz real de 


multiplicidad 2; 
si b3%— 4ac < 0, la ecuación no tiene raices reales, 


sino que tiene dos raíces conjugadas complejamente: 
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Las formas particulares de la ecuación cuadrática (3) 


son: 
1) La ecuación cuadrática reducida (en el caso, sia = 1), 
la cual suele escribirse en la forma 


£* + pr +q=0. 


Las raices de la ccuación cuadrática se calculan por la fór- 


mula 
22h Y (5) 0. (6) 


2) La ecuación cuadrática con el segundo coeficiente par, 
la cual suele escribirse en la forma 


az? + 2kx +c=0 (k es un número entero). 


Las raices de esta ecuación cuadrática se calculan cómoda- 
mente por la fórmula 


_ —kxw Y k3—ac (7) 


Las fórmulas (6) y (7) son formas particulares de las 
fórmulas que se emplean para calcular las raíces de la ecua- 


ción cuadrática completa. 
Las raices de la ecuación cuadrática reducida 


2+pr49=0 
se relacionan con sus coeficientes por las fórmulas de Viete 


L] + Ig = —P, 
Lila = d. 


En caso de que la ecuación cuadrática reducida tenga 
raíces reales, las fórmulas de Viéte permiten juzgar tanto 
sobre los signos, como sobre el valor relativo de las raíces 
de la ecuación cuadrática, es decir, 

si q>0, p>>0, entonces ambas raices son negativas; 

si q5>0, p< 0, ambas raices son positivas; 

siq < 0, p>0, la ecuación tiene raíces de distintos 
signos, además, la raíz negativa por su valor absoluto es 
mayor que la positiva; 
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siqg<0, p<O0, entonces la ecuación tiene raíces de 
distintos signos, además, la raíz negativa por su valor abso- 
luto es menor que Ja raíz positiva 

5,4, Ecuaciones binomias. La ecuación do n-ésimo grado 


cr +b=0 (8) 


se llama ecuación binomia. Para a >0 y b>>0 por susti- 
tución *) de 


An p> 
donde V 2 cs el valor aritmético de la raíz, la ecuación (3) 
se reduce a la ecuación 

y" + 1 =0, 


la cual examinaremos a continuación. 

La ecuación binomia y” — 1 = O para nr impar tiene una 
raíz real y = 1. ln cl conjunto de números complejos esta 
ecuación tiene n raíces (de las cuales una es real y n— 1 
son complejas): 


210% 210k 
_ + í son " 


Yn = COS (k=0,1,2,....n—1) (9) 


La ecuación binomia y” — 1 = 0 para n par en el conjun- 
to de números realos tiene dos raíces [y = 1; y = — 1), 
y en el conjunto de números complejos, r raices que se cal- 
culan mediante la fórmula (9). 

La ecuación binomia y” + 1 = 0 para n impar tiene una 
raíz real y = — 1, y en el conjunto de números complejos, 
n raíces que se calculan por la fórmula 


Y = COS PEZ ion (k--0, 1,2, ...,n—1). 
(10) 


La ecuación binomia y" 4- 1 =0 para n par no tiene 
raíces reales. ón el conjunto de números complejos la ecua- 
ción tiene nr rajces que se calculan por la fórmula (10). 


n 
*) Sia y d tienen los signos distintos, entonces - = A 
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Demos una breve enumeración de los conjuntos de raices 
de la ecuación binomia para ciertos valores concretos de n. 

1) y —1=0 (n = 2). 

La ecuación tiene dos raíces reales y, . = +1. 

2 y —1=0 (n = 3). 

La ecuación tiene una raíz real y, = 1 y dos raíces 
complejas Y. = EAS 

3 y —1=0 (n= 4). 

La ecuación tiene dos raíces reales y, = + 1 y dos 
raices complejas Ya. = +l. 

4y + p1=0 (n = 2). 

La ecuación no ticne raíces reales. Las raíces comple- 
Jas SON: Yi, = +—!. 

5) y 41 =0 (n = 3). 

La ecuación tiene una raiz real y, = — 1 y dos raices 

. 14 iV3 

complejas y». = —— + 

6 y +9 1 = 0 (n = 4). 

La ecuación no Llienc raíces reales. Las raíces complejas 
son: 


2 | 2 
Y. 1 Hi Ya.= Las ¿). 


5.5. Ecuación bicuadrada. La ccuación algebraica de 
cuarto grado 


ar? + ba?+Y e 0, 


donde e, b, e son ciertos números reales, se llama ecuación 
bicuadrada. Por sustitución de x* = y la ecuación se reduce 
a la ecuación cuadrática ay? + by -+ c = O con la solución 
posterior de dos ecuaciones binomias 1? = y, y 1? = y, (y; 
e y, son las raíces de la ecuación cuadrática respectiva). 

Si y >0 e yo >0, entonces la ecuación bicuadrada 
tiene cuatro raices reales: 


Ts, 2 +V Ys e + V yo. 
Si y > 0, y, <0*), la ecuación bicuadrada tione dos 
raíces reales 1,. .: +VMy, y dos raíces conjugadas ima- 


*%) El caso y, < 0, yg >0 es análogo al caso que hemos exami- 
nado, 
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ginarias puras: 


Ys a HiV —Ya» 


Si,<0 y, <0, la ecuación bicuadrada ticne cuatro 
raíces conjugadas por pares imaginarias puras. 


E in ¡V —y;, E 2 — Y»- 


Si y, y y, son raíces complejas de la ecuación cuadrada 
rospectiva, entoncos para obtener cuatro raíces de la ecua- 
ción bicuadrada es necesario extraer las raíces cuadradas de 
los números complejos y, € y... Para evitar esta operación 
que es bastante voluminosa, transformemos la ecuación 
bicuadrada dada de la manera siguiente. Escribamos la 
ecuación inicia] ax? + bx* $e=0 en la forma 


4 pa? 4q=0, (11) 


donde p == bía, q = cla, además, los cocficientes p y q, Cn 
vigor de la suposición sobre el carácter complejo de las 
raices de la ccuación cuadrática, satisfacen las condiciones 


Ip1<2V4 y q>0. o 
Efectuemos las transformaciones siguientes del primer 


miembro de la ecuación (14): 
el y par q = (1 q) + pr*= 
=(011-2V qa? 9)-(2V q p)a?e= (ata Y q 
—(2VG—p)at (ta  2V7—p+V4)(29— 
—2V2V9—-p+V3). 
Do esta manera la solución de la ecuación bicuadrada ax + 


+ bat 4+c=0 se reduce a la solución de dos ecuaciones 
cuadrálicas con Jos cocficientes realos: 


2 V2V q—p+V 3=0, 
21 2/9-p+V9=0. 


La solución de las ecuaciones del tipo ax? + bat + e = 
-= O (a 0, es un número natural) por medio de la sustitu- 
ción de 2* «< y se reduce a la solución de la ecuación cua- 
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drática ay? + by + e =0 con la soJución posterior de las 
ecuaciones binomias respcclivas. 

5.6. Algunas ccuaciones de cuarto grado reducibles a ecua- 
ciones cuadráticas. La ecuación algebraica de cuarto grado 
del tipo 


arto brita+doe=0 (12) 


se llama recíproca (e + 0), si hay tal número A 0, que en- 
tre los coeficientes de la ecuación a, b, d, e existen las reJa- 
ciones d =1Ab,e = Ma o, lo que es lo mismo, tiene lugar 


la igualdad 
y. 


Utilizando esta relación entre los coeficientes, la ecuación (12) 
sc puede escribir en la forma 


axd + bx3 + ca? + Abx 4- Ma = (). (13) 


Puesto que x = O no cs la raíz de la ecuación (12), entonces, 
dividiendo término a término ambos miembros de la ecua- 
ción (13) por x? y realizando la agrupación respectiva de los 
términos en el primer miembro de la ecuación, obtenemos la 
ecuación que es equivalente a la ecuación (13): 


a (2244) + b E 44) + 6 == (), 


Ahora por sustitución de z + - =y (teniendo en cuenta que 
2 e, 
zi = y? — 24) la última ecuación se reduce a la 
ecuación cuadrática respecto a y: 
ay? L by 4- c — 2ua = 0. (14) 


Resolviendo la última ecuación, obtenemos que las raíces 
de la ecuación recíproca (12) se hallan como raíces de dos 
ecuaciones enadráfticas: 


2—yr+did=0, 
1 — y -+4=0, 


donde y, € y, son raices de la ccuación (14). 
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Las ecuaciones simétricas que corresponden a A = 1) 
art + dal +e?+bi+a=0 


y las ecuaciones antisimétricas (laz que corresponden ad = — 


art Y by cai be +ra=0, 
son casos particulares de las ecuaciones recíprocas. Estas 
ecuaciones se reducen a las ecuaciones cuadráticas mediante 
la sustitución x= + ==y para la ecuación simétrica y la 


sustitución x — - =y para la antisimétrica. 
La ecuación de cuarto grado de la forma 

(22 + bx +.) (137 + bx + d) = k, (15) 
donde b, c, d, k son ciertos números reales, también se redu”- 
ce a la ecuación cuadrática 

Prl+dy—k=0 (16) 
por sustitución de 
a + bx=y. 

Si la ecuación (16) tiene unas raices reales y, e y,, enton- 
ces las raices de la ecuación (15) se hallan como las raíces de 
dos ecuaciones cuadráticas con coeficientes reales: 

q + bx — Ys —= 0, 
q? e bx =— Ya = 0. 
La solución de la ecuación que tiene la forn:a 
lara lr+rbHr+a+b)=c (17) 


puede ser reducida a la solución de dos ecuaciones cuadráti- 
cas mediante el procedimiento siguiente. 

Uniendo el primer factor que se encuentra en el primer 
miembro de la ecuación (17) con el cuarto, y el segundo con 
el tercero, obtenemos la ecuación 


lx? + (a + bal [:2.+ (a + bz + ab] =c, 
la cual mediante la sustitución , 


ri + (a+ b)x = y 
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se reduce a la ecuación cuadrática respecto a la nueva incóg- 
nita y: 

y? + aby — c =0. (18) 
Si la ecuación (18) tiene Jas raíces y, € yz, entoncos el con- 
junto de raíces de la ecuación (17) se halla como el conjunto 


de raices de Jas dos ecuaciones cuadráticas con coeficientes 
reales siguientes: 


22 + (a + b)x— y, == 0, 
a+ (a + b)x — y, = 0. 


5.7. Solución de una ecuación algebraica con coclicientes enteros. 
Las raíces racionales de la ecuación algebraica de »-ésimo grado 


RS ES A AS A E (19) 
donde ay, C;, 23, - » -, Cp -3, Ey Son púmeros enleros, puede hallarse 
utilizando la regla siguiente: 

Sólo los números — (m es entero, p, natural), donde el número 


| m ] es el divisor del número la, t, y el número p, el divisor del número 
|ap!, pueden ser raíces racionales de la ecuación (19). 
Ejemplo. Hallar las raíces de la ecuación 


4 + 8 — lx Tr 3 =0. (20) 


Los divisores del número 3 serán los números 1, 3, y los divisores 
del número 4, los números 1, 2, 4. El conjunto de valores m será 
(1; —1; 3; —3) y el conjunto de valores p, (1, 2, 4). El conjunto de 
distintos números racionales cualesquiera será ( +1; +2; + 5 : 
+ a + > + 7) . Sustituyendo estos números en la ecuación, 
hallamos que los números — y — > son las raíces de la ecuación dada. 
Por consiguiente, según el teorema de Bezout el polinomio dado se 
divide por los polinomios lineales 


4 3 
(==) y (++3) 
y, por consiguiente, se divide también por su producto 
4 3 a, 3 
(3) (+3) ="+.-7. 


Efectuando la división mediante el «ángulos, hallamos cd poli- 
nomio del cociente: 
413 4- 48 — 4, 
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Resolviendo la ecuución cuadrática 
4x2 4 4r—4=0, 


obtenemos dos raíces reales más de la ecuación (20): 


—14+Y5  —A—Y5 
— == 


Así pues, el problema está completamente resuelto, es decir, hemos 
hallado todas las cuatro raíces de la ecuación inicial: 


Ly = 


4 3 —1+4+Y5 —1i-V5 
A a al AE E 


5.8, Ecuaciones algebraicas racionales. La ecuación que 
tiene la forma 


(21) 


donde P (2) y Q (2) son polinomios, se llama ecuación alge- 
braica racional. A continuación, para mayor precisión, vamos 
a suponer que 1 (xr) es un polinomio de m-ésimo grado, y 
Q (2), un polinomio de n-ésimo grado. 

Un conjunto de valores admisibles «de la ecuación alge- 
braica racional (21) está dado por la condición Q (x) y£ 0, es 
decir, 134EC, THXÁ Ca, ..., TX Cn, dOMde Cy, Ca, +. ., Cn 
son las raíces del polinomio Q (1). 

El método de solución de la ecuación (21) consiste en lo 
siguiente. Resolvemos la ecuación 


P (1) = 0, 
cuyas raices designamos a través de 
Xy, To, Aa, . . .9 Tm» 


Comparamos Jos conjuntos de raíces de los polinomios P (x) 
y O (2). Si ninenna raíz del polinomio P (7) es raiz del po- 
linomio Q (2), entonces todas las rajces del polinomio 2 (x) 
son raíces de la ecuación (21) 1Si cualquier raíz del polino- 
mio 2 (7) es raíz del polinomio Q (x), entonces es necesario 
com parar sus multiplicidades: si la multiplicidad de una ruíz 
del polinomio / (7) es mayor que la multiplicidad de una 
raíz del polinomio Q (x), entonces esta raiz es la raíz de la 
ecuación (21) con la multiplicidad, igual a la diferencia de 
multiplicidades de las raíces del dividendo y del divisor; 
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en caso contrario la raíz del polinomio 7” (+) no es raíz de 
la ecuación racional (21). 
Ejemplo. Hallamos las raíces reales de la ecuación 


donde P (2) =1*—1,0 (1) =zx-— A. - 
El polinomio ? (1) tiene dos raíces reales (las dos son 
simples): 


2, =41, zz. = —1. ' 
El polinomio O (x) tiene una raíz simple, e = 4. Por 
consiguiente, la ecuación tiene una raiz real z = —4, 
. Resolviendo la misma ecuación en el conjunto de núme- 


ros complejos, obtendremos, que la ecuación 7 = ( tiene, 
además de la raíz real indicada, dos raices conjugadas com- 
plejamente: 


5.9, Ecuaciones irracionales. La ecuación que contiene 
una incógnita (o bien una expresión racional algebraica de 
la incógnita) bajo el signo del radical se lama ecuación 
irracional. En las matemáticas elementales las soluciones de 
las ecuaciones irracionales se buscan en el conjunto de los 
números reales. 

Cualquier ecuación irracional mediante las operaciones 
algebraicas (de multiplicación, división, clevación a una 
polencia entera de los dos miembros de la ecuación) puede 
ser reducida a una ecuación algebraica racional, Al mismo 
tiempo es necesario tener en cuenta que Ja ecuación algebrai- 
ca racional obtenida puede resultar ser no equivalente a la 
ecuación irracional inicial, es decir, puede contener raices 
«sobrantes», las cuales no son raices de la ecuación irracional 
inicial. Por eso, hallando las raíces de la ecuación algebraica 
racional obtenida, es necesario verificar, si todas las raices 
de la ecuación racional son raíces de la ecuación irracional. 

En forma general cs muy difícil indicar algún método 
universal de solución de cualquiera ecuación irracional, 
puesto que es deseable que como resultado de Jas transforma- 
ciones de la ecuación irracional inicial se obtenga no sólo 
cierta ecuación algcbraica racional, entre las raíces de la 


11-01477 
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cual se encuentren también las raíces de la ecuación irracio- 
nal dada, sino una ecuación algebraica racional formada de 
polinomios del menor grado posible. El deseo de obtener 
una ecuación algebraica racional, formada de polinomios del 
menor grado posible es muy natural, puesto que la obtención 
de todas las raíces de la ecuación algebraica racional puede 
resultar ser por sí misma un problema bastante difícil, cuya 
resolución es posible sólo en un número limitado de casos. 
Citamos aquí algunos métodos estándar que se usan con mayor 
frecuencia para resolver las ecuaciones algebraicas irra- 
cionales. 

1) Uno de los procedimientos más simples para resolver 
las ecuaciones irracionales es el método de liberación de 
radicales mediante la clevación sucesiva de ambos miembros 
de la ecuación a la potencia natural respectiva. En este caso 
es necesario tener en cuenta que cuando se elevan ambos 
miembros de la ecuación a una potencia impar, se obtiene 
una ecuación equivalente a la inicial, y cuando se elevan 
ambos miem bros de la ecuación a una potencia par, se obtie- 
ne una ecuación que, generalmente, no es equivalente a la 
ecuación inicial. Es fácil convencerse de esto elevando am- 
bos miembros de la ecuación 


f(x) = g (2) 


a cualquier potencia par. De resultas de esta operación se 
obtiene la ecuación 


[231 = [g (233%, 


cuyo conjunto de soluciones representa la unión de los con- 
juntos de soluciones de dos ecuaciones: 

f(x) = g (x) y f (2) = —8 (2). 
Sin embargo, a pesar de este defecto, precisamente el proce- 
so de elevación de ambos miembros de la ecuación a cierta 
potencia (muy a menudo, par) es el proceso más divulgado 
de reducción de una ecuación irracional a una ecuación ra” 


cional. 
Ejemplo 1. Resolver la ecuación 


VP(D+V0()=R (2), (22) 


donde P (2), O (z), R (x) son ciertos polinomios. 
En vigor de la definición de la operación de extracción 
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de la raíz en el conjunto de números reales, los vajores admi.- 
sibles de la incógnita zx se definen por las condiciones 


P(x)>0, Q(7)>0. 


Elcvando ambos miembros de la ecuación (22) al cuadra- 
do, obtenemos la ecuación 


2V P (2) 0 (2) =P? (2) —P (1) —Q (2). 
Luego de una reiterada elevación al cuadrado la ecuación 
se convierte en la ecuación algebraica 
4P (2) Q (1) = [R* (1) — P (2) —Q (231. (23) 


Puesto que ambos miembros de la ecuación (22) fueron 
elevados al cuadrado, puede resultar que no todas las raíces 
de la ecuación (23) sean resoluciones de la ecuación inicial, 
y que sea necesaria la verificación de las raíces. 

2) Otro procedimiento de resolución de las ecuaciones 
irracionales es el método de introducción de nuevas incógni- 
tas, respecto a las cuales se obtiene o una ecuación irracional 
más simple o una ecuación racional. 

Ejemplo 2. Resolver la ecuación irracional 


oo VE +1 VEl=2 


El conjunto de valores admisibles de esta ecuación es: 


r € (— oo; 1) U (ft; 3) U(3; + 00). 


Poniendo y ==- y, después de la sustitución oblene- 
mos la ecuación 
(31) Yy+ — =2 
o la ecuación equivalente 
B— y — y 4x—1=0, 


Ja cual puede considerarse como ecuación cuadrática respecto 
a y. Resolviendo esta ecuación, obtenemos 
x—1 
Y4=1, Ya=3=z> 


11? 
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Por consiguiente, el conjunto de soluciones de una ccuación 
irracional inicial representa una unión de conjuntos de so- 
Juciones de las dos ecuaciones siguientes: 


BZ) 1 dx _ 21 
y tit. 7? y 4" 3—g' 


Elevando ambos miembros de cada una de estas ecuacio- 
nes al cubo, obtenemos dos ecuaciones algebraicas racionales: 


JE 4 Ia EN 
1 00? a—A “Ci3—a) ' 


Resolviendo estas ecuaciones, hallamos que la ecuación 
irracional dada ¿iene una sola raíz x = 2. 

Concluyendo podemos anotar que para resolver las ecua- 
ciones irracionales no hace falta comenzar a resolver la ecua- 
ción con Ja elevación de ambos miembros de las ecuaciones 
a una potencia natural, tratando de reducir la solución de 
Ja ecuación irracional a da solución de la ecuación algebraica 
racional. Primeramente es necesario ver, si es posible efectuar 
alguna transformación idéntica de la ecuación, la cual puede 
sustancialmente simplificar su solución. 

Ejemplo 3. Resolver la ecuación 


4 6 a 
aVi+zx+ —Y 14 2=Y z. (24) 


151 conjunto de Tos valores admisibles de la ecuación dada es: 
x E(0; + 00). Efectuemos las transformaciones siguientes 
de la ecuación dada: 


Y E 1 
== Y - — “o » 
YI<=a jp 14 (1+23) 1 
Luego, escribiendo la ecuación en la forma 
4 19/4 Ml 


obtenemos: 
para a = U, la ccuación no tiene soluciones; 
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para a 0, la ecuación puede ser escrita en la forma 
4 9/4 4 
(+=. 


Para a < 0 la ecuación dada no tiene soluciones, puesto 
que para cualquier z que pertenece al conjunto de valores 
admisibles de la ecuación, Ja expresión que se encuentra en 
el primer miembro de la ecuación es positiva. 

Para a > 0 la ecuación tiene la solución 


4 
Ml y 1/at—1 


Teniendo en cuenta que cl conjunto de soluciones admisi- 
bles de la ecuación se define por la condición x >> 0, obtene- 
mos definitivamente: 

Para 0 <a< 1 la solución de la ecuación irracional 
(24) será 

a 1 
Y Lfat—1 


Para todos los demás valores a Ja ecuación no tiene solu- 
ciones, es decir, el conjunto de sus soluciones es un con- 
junto vacío. 

5.10. Ecuaciones que contienen una incógnita bajo el 
signo del valor absoluto. Las ecuaciones que contienen una 
incógnita bajo el signo del valor absoJuto pueden reducirse 
a las ecuaciones que no contienen el signo del valor absolu- 
to, utilizando la definición del módulo. Ast, por ejemplo, 
la solución de la ccuación 


2575 -=0 (25) 
se reduce a la solución de dos ecuaciones con condiciones 


adicionales. 


1) Si x — > 2 0, entonces la ecuación (25) se reduce a 

la forma 
122—ic+6=0. (26) 
Las soluciones de esta ecuación son: 1, = 2, 2, = 3. La 


condición n—>> O se satisface por la segunda raíz de la 
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ecuación cuadrática (26), y el número 3 es la raíz ge Ja ecua- 
ción (25). 
e 
2) Si ay < O, entonces la ecuación (25) se reduce a 
la forma 


ali -- $x — 19 =0, 


,? .. Pp anal 5 
Las raíces de esta ocuación son los números x, = il A 
Le F y e ” er - F 
y == La primera raíz x, = Beth dl ABE A 101 no sa- 


. .. 5 ez 
tisface la condición z — y 0 y por eso no es la solución de 


la ecuación dada (25). 
De esta manera, las soluciones de la ecuación (25) serán 


—5$— Y 101 


los números 3 y 3 . 


Observemos, que los coeficientes de la ecuación que con- 
tiene una incógnita bajo el signo del valor absoluto pueden 


A E 
0 3 z 


Fig. 4.1. 


ser elegidos de tal manera, que las soluciones de la ecuación 
serán todos los valores de la incógnita que pertenecen a cierto 
intervalo del eje numérico. Por ejemplo, resolvamos la 
ecuación 


ll+18=x)|=3. (21) 


Examinemos el eje numérico Ox y marquemos sobre él los 
puntos O y 3 (ceros de Jas funciones situados bajo el signo 
del valor absoluto). stos puntos pertirán el eje numérico 
en tros intervalos (fig. 4.1.): 


— oo <x<O, 0<2<3, 3IJZI< A] 00. 


1) Para x € (— oo; 0) la ecuación (27) se reduce a la 
forma 


3 — 21 = 3. 


.895$. Ecuaciones. Ecuaciones algebraicas 167 

En el intervalo (— co; 0) la última ecuación no tiene 
soluciones. Análogamente, para x € (3; + 00) la ecuación 
(27) se reduce a la forma 


¿r—3=3 


y en el intervalo (3; + 00) no tiene soluciones. 
2) Para x € [0; 3] la ecuación (27) se reduce a la forma 


r+ (3 2x)= 3, 


es decir, se convierte en identidad. Por consiguiente, cual- 
quier valor x € [0; 3] es la solución de la ecuación (27). 

5.11. Solución de ecuaciones en el conjunto de números complejos* 
Examinemos dos ejemplos de solución de ecuaciones en el conjunto 
de números complejos. Las dos ecuaciones se resuelven mediante la 
utilización de las propiedades más simples de los números complejos. 

Ejemplo 1. Mallar los números complejos z que satisfacen la 
ecuación?) 


2l2| + as + 1=0, (28) 


donde a es cierto número real positivo. 
Según la definición cualquier número complejo 3 se representa cn 


la forma 
2= + Y, (29) 


donde z, y son números reales. 
Según la definición del módulo de un número complejo 


la] = ViatEy. (30) 

Sustituyendo en la ecuación (28) z y [2] por sus expresiones a través 

de z e y, representadas por las fórmulas (2 y (30), obtenemos la 
siguiente expresión de la ecuación (28): 


1Vit4yitar+t ly Ya y3 ay 1) 204085, (31) 


De la definición de la igualdad de dos números complejos se 
desprende que la ecuación (31) es equivalente al sistema de dos ecua- 
ciones 


zx 3 +Fy4ar=0, 
y VET yay4 id =0, 


cuyas soluciones ya se hallan en el conjunto de números reales. 


(32) 


*) Designemos aquí el valor incógnito no por la letra x, sino 
por la letra z, Subrayando de esta manera que las soluciones de las 
ecuaciones se hallan en el conjunto de los: números complejos. 
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No es difícil ver que el conjunto de soluciones de la primera ecua- 
ción del sistema (32) puede ser hallado como la unión de los conjuntos 
de las soluciones de dos ecuaciones: 


r=0 y Viit+yi4a=0. 

La segunda de estas ecuaciones no tiene Soluciones en vigor de la 
condición a > 0; por eso ahora se puede deducir que las soluciones de 
la ecuación /micial (28) son sólo números imaginarios puros. 

Sustituyendo < =0 en la segunda ecuación del sistema (32),- 
obtenemos la ecuación para el número rcal y*): 


ylyl + ay 4-1 =0, 
el conjunto de soluciones del cua) se obliene como la unión de los 
conjuntos de soluciones de dos sistemas: 
(33) (34) 
pi + ay “7 1 =: 0; —y? =- ay + 1 .=0. 
Es fácil convencerse de que, teniendo en cuenta Ja condición 


a > 0, el sistema (33) no tiene soluciones, y el sistema (34) tiene 
una solu solución 
y a YVar+4 
De este manera la sulución de la ecuación (28) es un número ima- 
sinario puro 


o—- Va FA 
Y A ————Á, 


2 
Ejemplo 2. Hallar los números complejos z que satisfacen la 
ecuación 
7 = ¿gn=l, (35) 


donde z es un número complejo conjugado z, y rn, un número nalural. 


Para dos números cualesquiera z y z, conjugados complejamente, 
tenemos 


[21 = tl. 
Teniendo en cuenta esta igualdad obtenemos, que de la ecuaaión (35) 
se desprende la ecuación 
l2] = |2/92, (30) 


La ecuación (36) es una ecuación algebraica de (rn — 1)-ésimo 
grado respecta a la variable |z|. El conjunto de soluciones de esta 
ecuación satisface las condiciones: 

1) para n =1, 2] — 4; 

2) para n X1, (rn € N) lz] = 1 y |:h = 0. 


*) Aqui |y] es la designación del valor absoluto del número 
real y. 
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Examinemos cl caso, cuando jz] = 1. Multipiicando ambos 
miembros de la ecuación (35) por z, obtenemos la ecuación 
2" = 1, (37) 


la cual es equivalente a la ccuación (35), puesto que || >€ 0, por con- 
siguiente, también z +0. 

El conjunto de soluciones de la ecuación (37) se describe por las 
fórmulas 


Zh =COS a + isen E (k=0,1,2....,.2—1). 


Así pues, definitivamente las soluciones de la ecuación (35) ticnen 
la forma 


21k 2 a 2nk .—. ns _ 
> 3- ¿ sen - (ke=:0, 1, 2, ....n—1) 


1) z=cos 


para cualquier r natural; 
) z= 0 para cualquier nr me 1. 

5.12. Ecuaciones diolánticas. La ecuación algebraica con una 
o varias incógnitas, cuyos corficientes son todos números enteros y las 
soluciones se hallan en el conjunto de números enteros, se llama ecua- 
ción diofántica. 

Tales ecuaciones o no tienen soluciones o tienen un número fínito 
o infinito de soluciones. 

La ecuación diofántica más simple es la ecuación lineal con dos 
incógnitas, x= e y! 

az -+ by =c<, (38) 


donde «a, hb, e Son númoros enteros y es necesario hallar las soluciones 
enteras de la ecuación. 

La solución completa de esta ecuación puedo ser hallada median te 
la siguiente importante consecuencia'*del algoritmo de liuclides (véase 
p. 1.5 del capítulo 2): 

Si el número q es ci máximo común divisor de los números enteros a 
y b, entonces existen tales números enteros k y 1 que d = ka -|- lb. 
El algoritmo de Euclides permite calcular los números enteros k y 1. 

La ecuación divfántica lineal (38) no tendrá soluciones, si los 
números c y d son recíprocamente primos, Si el número e cs múltiplo 
del número d (es decir, es representable en la forma c = pd, donde 
p e3 un número entero, distinto de cero), entonces una de las soluciones 
de la ecuación (38) tendrá la forma 


2* —= pk, y* = pl. 


_ El conjunto de todas las soluciones de la ecuación diofántica (38) 
está dado por las fórmulas 


Sc e y=yY-——, 


donde r€Z. 
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S 6. Ecuaciones trascendentes 


La ecuación que no se reduce a Ja ecuación algebraica 
mediante las transformaciones algebraicas, se liama ecua- 
ción trascendente *). 

Las ecuaciones trascendentes más simples son las trigo- 
nométrcas, logarítmicas y exponenciales, * 


6.1. Ecuaciones exponenciales. Se llama ecuación expo- 
nencial aquella en la cual la incógnita forma parte sólo de 
los exponentes de potencias para ciertas bases constantes. 

Una de Jas ecuaciones exponenciales más simples, cuya 
solución se reduce a la de una ecuación algebraica, es la 
ccuación del tipo 

al) = b, (1) 


donde a y b son ciertos números positivos (a 3£ 1). La ecua- 
ción exponencial (1) es equivalente a la ecuación algebraica 


f (1) = log,b. 


En el caso más simple, cuando f(x) = zx, la ecuación 
exponencial (1) tiene la solución 


z = logpb. 


11 conjunto de soluciones de la ecuación exponencial 
que tiene la forma 
R (a*) =0, (2) 


donde RR es cierto polinomio, se halla de la manera siguiente. 

Se introduce una variable nueva y = a* y la ecuación 
(2) se resuelve como una ecuación algebraica respecto a la 
incógnita y. Después Ja solución de la ecuación inicial (2) 
se reduce a la solución de las ecuaciones exponenciales más 
simples que tienen la forma (1). 


*) Por transformaciones algebraicas de la ccuación 
F=0 

ae entiende las transformaciones siguientes: 

1) la adición a ambos miembros de la ecuación una misma expre- 
sión algebraica; 

2) la multiplicación de ambos miembros de la ecuación por una 
misma expresión algebraica; , 

3) la elevación de anubos miembros de la ecuación a una potencia 
racional. 
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Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
9.8* — 18.4% — 2-2 4 4 =0. 
Escribiendo la ecuación en la forma 
9 (23? — 18 (23)? — 2.244 4=0 


e introduciendo una variable nueva y = 2%, obtenemos la 
ecuación cúbica respecio a la variable y: 


9y? — 18y? — 2y + 4= 0, 


Según los resultados del $ 4, capítulo 2, es muy fácil 
convencerse que la ecuación cúbica dada tiene una sola raiz 


. z : : 2 
racional y, = 2 y dos raíces irracionales y, = YE e Ya = 


De esta manera, la solución de la ecuación inicial se re- 
duce a la solución de Jas ecuaciones exponenciales más sim- 
ples: 


m7 2, ao A 


La última de las ecuaciones enumeradas no tiene soluciones. 
121 conjunto de soluciones de las ecuaciones primera y se- 
gunda es: 

y 2 

3 > 


Algunas ecuaciones exponenciales más simples: 
1) La ecuación gue tiene la forma 


au + par y=0 
por sustitución a* = y se reduce au la ecuación cuadrática 
ay? + Py + y =0. 
2) La ecuación que tiene la forma 
aa" + fa" + y=0 
por sustitución a* = y se reduce a la ecuación cuadrática 


ay” + yy + P=0. 


x= y zx=log, 
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3) La ccuación del tipo 


aa* + $ (ab* + yd = 0 
la 
por sustitución (7) =y se reduce a la ecuación cuadrática 


ay? + By + y =0. 
6.2. Ecuaciones logarítmicas. La ecuación, en la cual 
la incógnita forma parte como argumento de la función 


logarítmica, se llama ecuación logarítmica. 
La ecuación logarítmica más simple es la que tiene la 


forma 
log, j (x) = Ú, (3) 


donde a es cierto número positivo distinto de la nnidad, b 
cs cualquier número real. La ecuación logarítmica (3) es 
equivalente a la ecuación algebraica 


f(x) = a?. 


E3 conjunto de soluciones de la ecuación logarítmica que 
tiene la forma R (log, 1) = 0, donde R es cierto polinomio 
de la incógnita indicada, se halla de la manera siguiente. 

Se introduce una variable nueva log, a = y y la ecua- 
ción (3) se resuelve como una ecuación algebraica respecto a 
y. Después se resuelven las ecuaciones Jogarítmicas más 
simples que tienen Ja forma (3). 

Ejemplo 1. Resolver Ja ecuación 


log x + log r—2=0 (4) 


Respecto a la incógnita log, z = y la ecuación dada es 


cuadrática: 
y +y-—2=0. 
Las raices de esta ecuación son: yy = 1, ya = —2. 
Resolviendo las ecuaciones logaritmicas 


logs x= 41, log, x = —2, 


obtenemos las soluciones de la ecuación (4): 1, = 2, x, = 
= 1/4. 

En ciertos casos, para reducir la solución de una ecua- 
ción logarítmica a la solución sucesiva de una ecuación alge- 
braica y do las ecuaciones logarítmicas más simples, es nece- 
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sario efectuar previamente las transformaciones de logarit- 
mos convenientes que entran en la ecuación. Tales Lransfor- 
maciones pueden ser: la transiormación de la suma de loga- 
ritmos de dos valores en el logaritmo del producto de estos 
valores, el paso de un logaritmo con una base a un logaritmo 
con otra base, etc. 

Ejemplo 2. Resolver la ecuación 


3 3 
2 Y 2 log, —Y log, 1—6:=0. (5) 


Para reducir la solución de la ecuación dada a la solu- 
ción sucesiva de las ccuaciones algebraica y logarítmicas 
más simples, es necesarjo ante iodo reducir lodos los loga- 
ritmos a una base (aqui, por ejemplo, a la hase 2). Para esto 
utilicemos la fórmula 


log» Y 
logy a ? 


log, N = 
loga= _ log¿2 
log,1G. 4 
en la ecuación (5) el log, z por la magnitud igual a 
obtenemos la ccuación 


Al sustituir 
log, z 
Ah? 


en vigor de la cual log,¿ x= 


3 3 
V log? x—Y log, —6=0. 


3 
Mediante la sustitución Y log, x = y esta ecuación se redu- 
ce a la ecuación cuadrática respecto a Ja incógnita y: 


y —y—6=0. 


Las raíces de esta ecuación son: y, = 3, ya == —2. Resolve- 
mos las ecuaciones Y log, z = 3 y Y logex = —2: 


3 
V log, 1=3 <> log, 1-27 <> 1-22, 


3 
V log, 7 = —2<> log, 2 — —8 <> 2 = 25, 


Ejemplo 3. Resolver la ecuación 
logs (2x2 — 1) — logs (x — 1) = 1. 
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Transformando la diferencia de los logaritmos de dos map- 
nitudes en el logaritmo del cociente de estas magnitudes: 


log; (22 — 1) — logs (2 — 1) == log E, 


reducimos la ecuación dada a la ccuación logarítmica más 
simple 


log === > 31 2. 
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7.1. Definiciones fundamentales. El conjunto de valo- 
res de las incógnitas que convierten al mismo tiempo todas 
las ecuaciones del sistema en identidades se llama solución 
de cierto conjunto (sistema) de ecuaciones 


Fr (xs, Las, . 4 +3 Zn) = 0, . . ., Fm (21, Los . . »y Ta) == 0 


con las incógnitas %,, La, ». . -, Zn- El sistema de ecuaciones 
se considera resuelto, si se hallan todas tales soluciones. 

Si el sistema no tiene soluciones, entonces se dice que es 
incompatible. 

A veces el sistema de ecuaciones se escribe uniéndolas 
entre llaves. 

Dos sistemas de ecuaciones se consideran equivalentes, 
si tienen el mismo conjunto de soluciones. (Según la defini- 
ción dos sistemas incompatibles se consideran equivalentes). 

Se dice, que el sistema de ecuaciones ($) esequivalente a dos 
sistemas de ecuaciones (S,) y (S,), si el conjunto de solu- 
ciones del sistema (S) coincide con la unión de los conjuntos 
de soluciones de los sistemas (S,) y (S,). 

Las propiedades de los sistemas de ecuaciones son: 

1) Si cambiamos cualquier ecuación del sistema por una 
ecuación equivalente, obtenemos un sistema equivalente. 

2) Si una de las ecuaciones del sistema (S) es equiva- 
lente a ciertas dos ecuaciones, entonces el sistema inicial (S) 
es equivalente a dos sistemas (S,) y (S,), en cada uno de los 
cuales esta ecuación está sustituida por una de las ecuacio- 
nes del conjunto equivalente, y las demás quedan sin cam- 
biar. 
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Por ejemplo, el sistema 
a+y=3(14y, 
+y=?7, 


en el cual la primera ecuación es equivalente a dos ecuacio- 
nes: 7 + y=0 y 2? — xy + y? = 3, es equivalente a dos 
sistemas: 


z+y=0, 2 — xy + y? =3, 
n+y=T 2+4y=7. 
7.2. Sistemas de ecuaciones lineales. El sistema que tie- 
ne la forma 


AT] $ Arola or o. de ina = 01, (4) 
do Ty +- l27Ta + .. .. F4- LonTa == Do, 


o o L] e e. a s v 2] 0 . a a e . o e L4 1 v 1 


se llama sistema a de ecuaciones lineales con n incógnitas 
Zi, Tar » » -, Tn. Los valores a,1, Gir «>» -» Cno Ags Uno > > > 
o.» Camy -» - 13 Qglr Qs » » -» Esn Se llaman coeficientes del 
sistema lineal de ecuaciones dado. Los índices que tienen 
los coeficientes del sistema lineal significan lo siguiente: 
el primer índice indica el número de la ecuación del sistema 
en la expresión (1), el segundo índice indica el número de 
la incógnita, con el cual se encuentra el cocfíiciente dado. 
Asi, por ejemplo, a,, es un coeficiente que se encuentra en 
la segunda ecuación del sistema (1) para la incógnita z;. 

Los valores b,, b3, -.., b, se llaman términos indepen- 
dientes de la primera, segunda, ..., s-ésima ecuación del 
sistema (1). 

El sistema de ecuaciones (1) se llama homogéneo, si to- 
dos los números b, son iguales a cero (¿ =141,2,3,..., s), 
y no homogéneo, si por lo menos un b, es distinto de cero. 

Un conjunto ordenado n de los números k,, k,, kg, -...- 
e » «y kn se llama solución del sistema (1), si al sustituirlo en 
el sistema en lugar de las incógnitas 21, Zz, . . ., Ln todas 
las ecuaciones del sistema se convierten en identidades. 
El sistema de ecuaciones se llama compatible, si tiene por lo 
menos una solución, y se llama incompatible, si no tiene 
ninguna solución. 
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Un sistema compatible de ecuaciones lineales se llama 
determinado, si liene una sola solución, es decir, si existe 
sólo una Jista n de números k,,4,, .. ., X,, la cual convier- 
te todas las ecuaciones del sistema cn identidades. 

Un sistema compatible de ecuaciones lineales se llama 
indeterminado, si existen más soluciones que una. 

El sistema de ecuaciones homogéneas siempre tiene una 
solución nula 


LT, = y ==... =%, =0. 


Si el sistoma de ecuaciones homogéneas tiene una solu- 
ción distinta de cero ky, ko, , . -, kn (es decir, por lo menos 
uno de los números ¿(¿ =41,2, ..., n) es distinto de ce- 
r0), entonces tal sistema tiene conjunto innumerable de so- 
luciones del tipo lky, lo, . . ., Un, donde 7 es un número 
cualquiera. 

7.3, Método de eliminación sucesiva de incógnitas (mé- 
todo de Gauss). Uno de los métodos más divulgados de solu- 
ción de sistemas de ecuaciones algebraicas lineales es el 
método de climinación sucesiva de incógnitas, método de 
Gauss. Este método se basa en ciertas transformaciones del 
sistema de ecuaciones lineales, de resultas de las cuales se 
obtiene el sistema, equivalente al sistema inicial. Efectue- 
mos estas transformaciones con un ejemplo del sistema de. 
tres ecuaciones Jineales con tres incógnitas 


y + Q19Y + Gjgz = b,, 
dy Y 4 OgoY “7 Ugaz = ba, (2) 
03 T -F AyaY + Qggz = dj. 

1) Si ambos miembros de cualquiera ecuación del siste- 
ma los multiplicamos por un mismo número (que no es igual 
a cero), entonces el sistema obtenido es equivalente al ini- 
cial (es decir, ambos son incompatibles, o ambos son compa- 
tibles y los conjuntos de sus soluciones coinciden). 

Por ejemplo, el sistema 

yl + Aj9Y q Gig3 = by 
C4o¡7 -P €A29Y + CAgaz == cb, (c + 0), 
UgZ | lay + Ggyz = dy 

es equivalente al sistema (2), 
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2) Si ambos miembros de cualquier ecuación del sistema, 
multiplicados por cierto número distinto de cero, los sustrac- 
mos do los miembros respectivos de otra ecuación y compo- 
nemos un sistema, en el cual en vez de una ecuación de las 
citadas más arriba se encuentra una ecuación, obtenida como 
resultado de la sustracción, y las demás ecuaciones quedan 
sin cambiarse, entonces el sistema obtenido es ignal al ini- 
cial. 

Por ejemplo, cada uno de los sistemas 


0117 + GjY + Qjaz = d,, 

(41, — 0431) 1 + (Ajo — CO29) Y + (ja — Clos) 2 = b, — cb, 
Qg,7 + Ggoy + Aggz = by; 

(11 — Cos) 7 +] (012 — COao) Y $ (dig — Ctog) 2 = 


= by — cb,, 
lgT + Gaal + Goal = ba, 
dsylT 4- AgoY + Agg2 = by 
para c 0 será equivalente al sistema inicial (2) y ambos 
sistemas son equivalentes entre sí. 

Observemos que, si después de efectuar estas transforma- 
ciones aparece en el sistema una ecuación, la cual tiene 
todos Jos cociicientes del miembro primero iguales a coro, y 
el miembro segundo (el término independiente) también es 
ligval a cero, entonces es evidente que esta ecuación se con- 
vierte cn identidad para cualesquiera valores de las incóg- 
nitas, y después de climinar cesta ecuación se obtiene un 
sistema de ecuaciones que es equivalente al sistema inicial. 
Si el término independiente de tal ecuación no es igual a cero, 
entonces esta ecuación no puede convertirse en identidad 
para ninguna lista de valores de las incógnitas, y por eso el 
sistema obtenido de ecuaciones, al igual que el sistema ini- 
cial equivalente, es incompatible. 

Método de eliminación sucesiva de incógnitas. Sea dado un 
sistema s de ccuaciones lincales con » incógnitas 


AL + ly |... + Qiínta = 0, 
AT y E Qgata o... de on Tp == bz, 
r..oO om: .oo..20.o..o.oo.0¿.o.co6.eo.aoatelesss. o *».15ss08e (3) 
CQgl1 E QggTa +... “E Gan?n = Dg. 
1201417 
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Supongamos para mayor claridad que el coeficiente a,, 
no es igual a cero (aunque puede resultar ser igual a cero, y 
entonces es necesario comenzar el proceso descrito más abajo 
con otra ecuación del sistema, es decir, con la ecuación que 
tiene un coeficiente para la incógnita zx, distinto de cero). 
Transformemos el sistoma (3), eliminando la incógnita x, 
de todas las ecuaciones, menos de la primera. Para esto, 
multiplicamos ambos miembros de la primera ecuación por 


-P a a ». 
el número — y los sustraemos de los respectivos miembros 
11 
de la segunda ecuación, luego ambos miembros de la pri- 
mera ecuación, multiplicados por el número “2, los sustrae- 
831? 


mos de los respectivos miembros de la tercera ccuación, etc. 
De resultas de las transtormaciones indicadas llegamos 
a] sistema de $ ecuaciones lineales con r incógnitas 


Q(1L1 04983 GygEgo + Tn = 0, 
an 2 T2 + az, + .o. +abiz, = yA 

1) (1) (1) (1 
03322 +03 $34 --- + L3nTn = by , 


, > 5 i s e . + 


(4) 


aDz, +4- ao, + . .» /- az, —= =b>, 


donde az? y bi” son los nuevos coeficientes para las in- 
cógnitas y los nuevos términos independientes que se expre- 
san a través de los cocficientes y de los términos independien- 
Les del sistema inicial (3). El sistema (4) es equivalente al 
sistema (3). Transformemos ahora el sistema (4). Para esto 
no vamos a tlocar la primera ecuación y transformaremos 
sólo ina parte del sistema (4) que se compone do tudas las 
ecuaciones menos la primera. Además, vamos a considerar 
que entre estas ecuaciones no hay las que tienen todos los 
cocficientes de log primeros miembros iguales a cero; tales 
ecuaciones las climinariamos, si sus términos independientes 
fuesen iguales a cero (en caso contrario ya demostraríamos 
la incompatibilidad de nuestro sistema). Pues, entre los 
coeficientes as; existen coeficientes distintos de cero; para 
mayor claridad admitamos que as +0. Transformemos 
ahora el sistema (4), sustrayendo de “ambos miembros de la 
tercera y de cada una de las ecuaciones siguientes ambos 
miembros de la segunda ecuación, multiplicados respectiva- 
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mente por los números 


o ca 


De resultas de todas las ecuaciones, menos la primera y se- 
gunda ecuación, se elimina la incógnita x=, y se obtiene el 
siguiente sistema de ecuaciones, que es equivalente al siste- 
ma (4), y, por consiguiente, al sistema (3): 


AZ, | AT + Ogg +. HlinTa =0,» 
4 1 í 1 
ar, + az, +... +adz,= SA ) 


a33za to... + aÍaZa =2 Ap, 


(2) (2 (2 
alg... + az, = — 14) ] 


El sistema contiene ahora £ ecuaciones, además £ < 5, puesto 
que ciertas ecuaciones resultaron ser, posiblemente, elimi- 
nadas. Más adelante transformaremos sólo una parte del 
sistema obtenido, la cual contiene todas las ecuaciones, me- 
nos lag dos primeras. 

Comu consecuencia de este proceso de eliminación sucesi- 
va de las incógnitas puede resultar que 

1) si se obtiene tal sistema, una de cuyas ecuaciones tie- 
ne un término independiente distinto de cero y todos los 
coeficientes del primer miembro son iguales a cero, entonces 
el sistema inicial es incompatible; 

2) o se obtiene el siguiente sistema compatible de ecua- 
ciones que es equivalente al sistema (3): 


Ay, + anta hist -<» “FQipT,n =D, 
ad (1) (1 
+ a asia, +... -l2aT, = ba ) 
(2 eq 2 
E +63 in Zn == de (9) 


k- ko kR- 
ale popa Da, a y » 


Aquí a, 40, an +00 %0,.... a > 740, y el índi- 
ce superior que se encuentra entre paréntesis, indica el aú- 
mero de transformación, con el cual se obtienen los coefi- 
cientes para Jas incógnitas y los términos independientes. 


129 
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Podemos anotar también que kXs y, evidentemente, 
k< n. 

Este sistema cs determinado para k=n (col número do 
ecuaciones es igual al número de incógnitas) y es indetermi- 
nado para k< n (el número de ecuaciones es menor que el 
número de incógnitas). En realidad, para k = n el siste- 
ma (5) tiene la forma 


Ay¡T, + Qy9T2 + AygTZ3 5... -FO1nZ, == Dj, 
1 1 i 1 
A reto le. 0", 
¿2 
asala+h... Fast, =b", (6) 


A 8 
De la última ecuación se obtiene un valor bastante determi- 
nado para la incógnita rn. Sustituyéndolo en la penúltima 
ecuación, hallamos el único valor para Ja incógnita x,.,. 
Continuando más adelante hallamos que el sistema (6), y 
por lo tanto también el sistema (3), tienen una sola solución, 
es decir, son compatibles y determinados (en este caso tam- 
bién se dice que el sistema (3) se reduce a la forma triangular). 

Si k< n, entonces para las incógnitas «independientes» 
Tarto «--+ Yan tomamos Jos valores numéricos arbitrarios, 
después de lo cua), moviéndonos por el sistema (5) de abajo 
hacia arriba, hallamos para las incógnitas Zp, Lhoto ... 
o .y Toy Ly los valores bastante determinados. Puesto que 
los valores de las incógnitas independientes se pueden ele- 
fir mediante un número infinito de procedimientos distin- 
tos, entonces el sistema (5), y por consiguiente, el sistema (3) 
son compatibles, pero no indeterminados. (lín este caso se 
dice que el sistema se reduce a la forma trapezoidal). 

Así pues, el método de Gauss es aplicable a cualquier 
sistema de ecuaciones lineales. Al mismo tiempo el sistema 
es incompatible, si en el proceso de transformaciones se 
obtiene una ecuación, en la cual los coeficientes para todas 
las incógnitas son iguales a cero, y el término independiente 
es distinto de cero; sí no se encuentra tal ecuación, entonces 
el sistema es compatible. El sistema compatible de 6cua- 
ciones es determinado, si se reduce a la forma triangular 
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(6), y es indeterminado, si se reduce a la forma trapezoidal 
(5) para k< n. 

Ejemplo. Examínese, para qué valores de los parámetros 
a y fB el sistema de tres ecuaciones lineales con tres incóg- 
nitas 


c+y+z=0, 
2 +Fty+a2=8B 


a) tienc una sola solución (y hallar esta solución), b) €s 
incompatible y c) es indeterminado. 

Examinemos el sistema (7) mediante el método de Gauss. 
Multipliquemos ambos miembros de la segunda ecuación 
del sistema por (—1) y ambos miembros de la tercera ecuación 
del sistema por (—1) y ambos miembros de la tercera 
ecuación por (—*/,). Escribimos el sistema que es equiva- 
lente al sistema (7): 


x+y+z=0, 
—i+y—2:= —1 (8) 
—1-Y—F1= —É 


Adicionamos la primera ecuación del sistema (8) con la 
segunda, y la tercera con la primera; las ecuaciones, obteni- 
das como resultado de la adición, las tomemos en calidad de 
segunda y de tercera ecuación del nuevo sistema que es equi- 
valente al sistema (8): 


x+y+ 2=0, 
2= —1, (9) 


Ahora, multiplicamos ambos miembros de la tercera ecua- 
ción por 2 y con ello igualamos los coeficientes para la in- 
cógnita y en la segunda y tercera ecuaciones del sistema. 
Adicionamos la segunda ecuación con la tercera ecuación 
transformada y tomamos la ecuación obtenida como tercera 
ecuación del sistema. De resultas el sistema (9) obtiene la 
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forma 
+yAz=0, 
dy =2= —Í, (10) 
(1 — a)2 = —(1 + BP). 
En dependencia de los valores de los parámetros a, f 
son posibles los casos siguientes: 


1) Para a + 1 y cualquier f el sistema tiene una sola 
solución 


2 BA ABS, A 
Ae + Y AN, ? * at: 


2) Para a = 1 y 6 4 —1 el primer miembro de da ter- 
cera ecuación del sistema (10) sc anula y el segundo miembro 
es distinto de cero. Por consiguiente, para estos valores de 
dos parámetros a y f cel sistema resulta ser incompatible, 

3) Para a = 1 y B = —Í el sistema (10) adquiere la 
forma «trapezoidal». Para estos valores de los parámetros a 
y f el sistema es compatible e indeterminado. Tiene la Torma 


r+y+2=0, 
2y == —1. 


Suponiendo 2 = c, donde e es un número cualquiera, obtene- 
mos un conjunto de soluciones 


4 —3c c—1 
AN a 


El método de Gauss de solución de sistemas de ecuacio- 
nos lincales con coeficientes numéricos, en vigor de su simpli- 
cidad y de un mismo tipo de operaciones a cumplir, es apli- 
cable para el cálculo en las computadoras electrónicas. Un 
defecto esencial de este método es la imposibilidad de formu- 
lar las condiciones de compatibilidad y de determinación del 
sistema en dependencia de los valores de los coeficientes y 
de lus términos independientes. Por otra parte, incluso en el 
caso de un sistema determinado este método no permite ha- 
llar las fórmulas generales, que expresan la solución del sis- 
toma a través de $us cocficientes y de los términos indepen- 
dientes, los cuales es necesario tener para las investigaciones 
teóricas, En el curso de matemáticas superiores se dan otros 
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métodos de solución de sistemas de ecuaciones linoales, los 
cuales no tienen los defectos indicados. Estos métodos se 
basan en la teoría de matrices y determinantes. 


7.4. Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas. 
Formulemos las condiciones de compatibilidad y determinación del 
sistema de dos ecuaciones lincales con dos incógnitas 


417 + 6134 =0d,, 14 
Gg2 + Gay = be, 4%) 
además, en cada una de las ecuaciones del sistema por lo menos uno 


de los coeficientes es distinto de cero. 
Designemos a través de A, A,, A, los determinantes 


811 12) _ 
A= = (11072 — 439491» 
dal e 
b1 21 
A, = b 2, mm l) 1097 — d34 12, 
2 %33 
a11 5, 
Ay = =4 1 1b,—b1431- 
431 


Si los coeficientes del sistema (14) son tales que A + 0, entonces 
cl sistema es compatible y determinado. Las soluciones del sistema son 


Az Ay 
A y y == + 
Sea que ahora los coeficientes del sistema (11) son tales que A 0, 
entonces: 

1) si 4,064,306 bien A, 40, y A, +0, entonces el 
sistema (1145 es incompatible; 

2) si A, = A, = 0, entonces el sistema (11) es compatible e inde- 
terminado. 


T= 


7.5. Interpretación geométrica de las soluciones de los 
sistemas de ecuaciones lineales. Sea dado un sistema de dos 
ecuaciones algebraicas lineales con dos incógnitas 


yr + 01y =bd,, 

0217 + Qgoy = ba. (12) 
además, en cada una de las ecuaciones del sistema por Jo 
menos uno de los coeficientes de las incógnitas es distinto 
de cero. 


Cada una de las ecuaciones del sistema (12) representa 
una correspondencia lineal entre las variables x e y. Cual- 


184 Algebra 


Op Y +01 y =D), 


07, T +29U = bg 


Fig. 4.2. 


2y¡T + AY =D, 


09 T > 02 y sn b, 


Fig. 4.3. 


4, T +094=D) 
27 t 4724 =b 


Fig. 4.4. 


Cap. 4. 
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quier correspondencia lineal entre las variables x e y de- 
termina en el sistema de coordenadas rectangulares cierta 
recta. En el caso, cuando el sistema tiene una sola solución, 
las rectas definidas por la primera y segunda ecnaciones se 
intersecan (fig. 4.2). Si el sistema tiene un conjunto infí- 
nito de soluciones las rectas coinciden (fig. 4.3); st el siste- 
ma es incompatible, las rectas son paralelas (fig. 4.4). 
Sea dado un sistema de tres ecuaciones lineales con tres 

incógnitas 

AyZ + 012Y + Ayaz = 0), 

lgT + QrY + C2yz = 0), (13) 

Ag T + QgoY + Azaz = bz, 


al mismo tiempo, en cada ccnación del sistema por lo menos 
uno de los coeficientes de las incógnitas es distinto de cero. 
La ecuación lineal con tres variables determina cl plano 
en el espacio y, respectivamente, las tres ecuaciones del 
sistema (13), es decir, tres planos. Son posibles los casos 
siguientes de la posición reciproca de estos tres planos us, 
(y, 2, dados por la primera, segunda y tercera ecuaciones, 
respectivamente: 

A. Todos los tres planos son distintos. 

1) Los Lres planos se intersecan en un punto (fig. 4.5). 
El sistema tiene una sola solución. 

2) Dos planos «,, a, se intersecan por la recla l, para- 
lela al tercer plano a, (fig. 4.6). El sistema no tiene solu- 
ciones. 

3) Dos planos se intersecan por la recta que pertenece al 
tercer plano (fig. 4.7). El sistema tiene un conjunto infi- 
nito de soluciones. 

4) Los tres planos son paralelos (fig. 4.8). El sistema no 
tiene soluciones. 

B. Dos planos coinciden y el tercer plano es distinto de 
ellos. 

1) Los planos a, y «, que coinciden se intersecan con el 
tercer plano az (fig. 4.9). El sistema tiene un conjunto infi- 
nito de soluciones. 

2) Los planos que coinciden «, y «a, son paralelos al 
torcer plano az (fig. 4.10). 15l sistema no tiene soluciones. 

C. Los tres planos coinciden (fig. 4.11). 151 sistema tiene 
un conjunto infinito de soluciones. 
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$ 8. Sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales 


Para los sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales, 
a diferencia de los sistemas de ecuaciones lineales, mo 
existe ningún método de solución universal que sea práctica- 
mente cómodo y, por eso, para resolver cada sistema concreto 
de las ecuaciones no lineales es necesario utilizar procedi- 
mientos especiales de solución, basados en la utilización de 
las singularidades de las ecuaciones algebraicas, que consti- 
tuyen el sistema dado. ., 

Examinemos en ejemplos concretos dos procedimientos 
de solución de los sistemas de ecuaciones algebraicas no li- 
neales. . 

Ejemplo 1. Resolver el sistema de ecuaciones 


1? — day + 4y? =0, (1) 
at — 13yl — x 4 1lly = —4. 


Observando, que el polinomio de dos variables z e y 
que se encuentra en el primer miembro de la primera ecua- 
ción del sistema (1) es homogéneo, el sistema (1) puede redu- 
cirse a dos sistomas siguientes que son equivalentes al 
sistema (1): 


_ hy? — Vs (z - 
A CN 
y=0, (2) 13 10y—ux-+ (2) 
aAa—idy—itity= —4; + fly =—4. 


Mallamos Jas soluciones del sistema (2). Sustituyendo el 
valor y =: 0 en la primera y tercera ecuaciones del sistema 
(2), obtenemos un sistema de dos ecuaciones para hallar el 
valor de una incógnita z: 


z=0, ioz=—4, 
No existe un número x que satisfaga ambas ecuaciones del 
sistema, es decir, el sistema (2) es incompatible. Pasamos 


a la solución del sistema (2'). Resolvemos la primera ecua- 
ción del sistema (2) como una ecuación cuadrática respecto 


2) he a] . » 
a Ja variable u == rá La ecuación 


e” tsu+t4=0 
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De cesta manera, el sistema (2) es equivalente a dos sis- 
temas: 


. sona , _ . z 
tiene las raices u, = 4, us = 1, es decir, — = 4, 5 = 1, 


r = 4y, 

a? — oy? — 2 4 Uy = —4. (3) 
T=y, 

ai — 15y — x + ly = —4. (3) 


Sustituyendo las expresiones x a través de y en las se- 
gundas ecuaciones de los sistemas obtenemos las respectivas 
ecuaciones para la obtención de y: 

gr Ty4=0, —14y4 4 10y 4- 4 =0. 
Las soluciones de la primera ecuación son: 
—74V83 —1— V33 
Y AT YA IG 
Las soluciones de la segunda ccuación son: 
Y = 1, Y, == — 2/7. 


Los sistemas (3) y (3%) lienen, respectivamente, lás solu- 
ciones siguientes: 


x,-:2/V33—44, 2.=—2Y 33-14, 


Ly -: 1, t,= —27, 
5-7 -VB-1 2 
Yi O > Ya” A » Y3i= A, Y, = 5 ? 


las cuales son las soluciones del sistema (1). 


Sistemas simétricos de ecuaciones. Un sistema de ecuaciones con dos 
incógnitas 7 e y se llama simétrico, si el mismo no se cambia con la 
sustitución de la incógnita z por la incógnita y, y de la incógnita y 
por la incógnita z. 

Muy a menudo.la solución de tales sistemas puede ser hallada 
mediante la introducción de nuevas variables, es decir, de polinomios 
simétricos elementales g, y 0! 


0, =xX+Y, Ta — TY. 
Ejemplo 2. Hallar las soluciones del sistema 
day ry=4, (4) 
L 4- zYy + y= 2. 
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, r . xz 
tiene las raíces y = 4, us =1, es decir, L = 4, 7 => 4. 


De esta manera, el sistema (2%) es equivalonte a dos sis- 
lemas: 


r=úYy, 

4? — iy —x+ dy = —d. (3) 
T=Y, 

a — iy —13+ ly = —4. (35 


Suslituyendo las expresiones x a través de y en las se- 
enndas ccuaciones de los sistemas obtenemos las respectivas 
ecuaciones para la obtención de y: 


yo Ty 40,  —14y* + 10y 4 4 =0. 
Las soluciones de la primera ecuación son: 


14138 23 
YE) Y RÁ. 


Las soluciones de la segunda ecuación son: 


Los sistemas (3) y (3%) bienen, respectivamente, lás solu- 
ciones sigulenlos: 


r, 23314, x= —2Y 33-44, 


Ty Al, 2.=-—2/7, 


Y 437 —YV3B—7 2 
A a 


las cuales son las soluciones del sistema (1). 


Sistemas simétricos de ecuaciones. Un sistema de ecuaciones con dos 
incógnitas x e y se llama simétrico, si el mismo no se cambia con la 
sustitución de la incógnita x por la incógnita y, y de la incógnita y 
por la incógnita z. 

Muy « menudo la solución de tales sistemas puede ser hallada 
mediante Ja introducción de nuevas variables, es decir, de polinomias 
simétricos elementales 0, y 0: 


0x1 Y, Us = xy. 
Ejemplo 2. VMalbar las soluciones del sistema 
at ay y? 4, (4) 
TH ay y y =20. 
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Introduzcamos nuevas variables, los polinomins simélricos cle- 
mentales 


0, =A Y, Uy =2Y. 


Respecto a las variables o, y 0, el sistema (4) se escribe en la forma 


0—0,= 4, 
e 6) 
0, +0,= 2. 
De la segunda ecuación del sistema oblenemos 
O, =2—0,. (65) 


Sustituyendo en la primera ecuación del sistema (5) 0% por la 
expresión 2 — 6,, obtenemos la ecuación cuadrálica 


Sustituyendo los valores hallados a, en Ja relación (6), obtencinos 
los valores 0,7. De esta manera, cl conjunto de soluciones del siste- 
ma (5) tiene la forma 


Ahora el conjunta de soluciones del sistema inicial (4) puede ser 
obtenido como la unión de los conjuntos de soluciones de «dos sistemas 
más simples: 

t+tyxd, + y=-—3, 
Y = 0; Al == 5. 
Ejemplo 3. Resolver el sistema de ecuaciones 
+ + y = 9, 
24 y? = 275, 


La sustitución de 0, = x + Y, 0g == «g rednce e) sistema dado 
de ecuaciones a la forma 


g1= 5, 
ad — ojo, 50103 275. 


Sustiluyendo el valor 9, = 3% en la segunda ecuación, obtenemos una 
ecuación pira 0,: 


03— 230 + 114 0. 
Las raíces de esta ecuación serán 
Uy = 6, U2 — 10. 


De esta manera, el conjunto de soluciones del sistema inicial se halla 
como una unión de conjuntos de soluciones de dos sistemas más 
simples: 


2+y=5 2+3=5, 
6 


, xy = 19. 
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En el p. 7.3 fueron examinados Jos sisteinas do ecuaciones 
algebraicas lineales, en las cuales el número de ecuaciones 
era menor que el número de incógnitas. lín este caso resultó 
ser que unas incógnitas se expresaban a través de otras («ín- 
dependientes») incógnitas, es decir, el sistema tenía un con- 
junto infinito de soluciones. De otra manera sucede en el 
caso de solución de sistemas de ecuaciones algebraicas no li- 
neales, en las cunles el número de incógnitas es mayor que 
el número de ecuaciones. Puede resultar que tal sistema tiene 
tanto un número infinito, como finito de soluciones o no 
tiene, incluso, las mismas. Ahora examinemos como ejem- 
plo un sistema de dos ecuaciones algebraicas con tres incóg- 
nitas, el cual tiene una sola solución (es decir, el conjunto 
de soluciones representa la única terna ordenada de números 
que convierte a ambas ecuaciones en identidad). 

Ejemplo 4. Hallar las soluciones reales del sistema 


T+Ey=é 
zy — 2 =1. 


Después de sustituir en la segunda ecuación y == 2—x 
la solución del sistema se reduce a la solución de la ecuación 


(z => 1y + z2* = O, 
la cual es equivalente al sistema 
x—4=0, 2=0. 


Este sistema tiene una sola solución, por eso también el 
sistema (7) de dos ecuaciones con tres incógnitas tiene sólo 
una solución (1; 1; 0). 


$ 9. Desigualdades 


9.1. Definiciones y propiedades principales de las desi- 
gualdades. Las expresiones que tienen la forma 


a<b(a<b), a>b(a>b), 


donde a y b pueden ser números o funciones, se Jlaman desi- 
gualdades. Los símbolos < (<X), > (>) se llaman signos de 
desigualdad y se leen respectivamente: menor (menor 0 
igual), mayor (mayor o igual). 
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Las desigualdades que se escriben mediante los signos 
> y <, se Haman estrictas, y las desigualdades cuyas expre- 
siones contienen los signos > y < se llaman no estrictas. 

La desigualdad no estricta es equivalente a la desigual- 
dad estricta del mismo signo y a la igualdad. 

Se distingue dos tipos de desigualdades: las aritméticas 
(o numéricas), cuya expresión contienc sólo números, y nro 
aritméticas, Cuya expresión contiene, junto con los números, 
funciones de una o de varias variables. 

Por ejemplo, las desigualdades numéricas son 


2>1, Y2<7. 


Las desigualdades no aritiméticas, por ejemplo, son las desi- 
gualdades 


add, teixdtgrr>0,d14>..>29/6... 


Las funcionos quo entran en las desigualdades pueden ad- 
mitir distintos valores numéricos en dependencia de los dis- 
Lintos valores de sus argumentos. Para unos valores de los 
argumentos la desigualdad puede convertirse en desigualdad 
estricta, pura olros valores, no. 

Las propiedades principales de las desigualdades*) son: 

1) Si a >¿b, entonces b< a; 

si a<b, entonces b> «a 

2) Si a>0b y b7>c, entonces a >; 

sia<byb<e, entonces € Ze 

Operaciones aritméticas con las desigualdades. 

1) Dos desigualdades de un mismo signo pueden sumarse; 
en este caso como resullado de Ja adición se obtiene una do- 
sigualdad del mismo signo: 


sia>bye>>d, entoncos a + e > b+ d; 
sia<byc<d, entoncos a 4e<b + d, 


2) Si ambos miembros de la desigualdad so inultiplican 
(se dividen) por un mismo valor positivo, cnlonces se obtie- 
ne una desigualdad del mismo signo; sí ambos miembros de 
la desigualdad se multiplican (se dividen) por un valor 


(antisimotria) 


») Todo lo dicho más abajo para los casus de las desigualdades 
estrictas es válido también para las desigmaldades no estrictas. 


192 Algebra Cap. 4. 


negativo, entonces se obtiene una desigualdad de signo 
opuesto: 


sia > byc>> 0, entonces ac > de; 
sia<byc> 0, entonces ac < de; 
sia >byc<O0, entonces ac < be; 
sia <Xb y c < 0, entonces ac > be. 


3) Como consecuencia de las reglas de adición de las de- 
sigualdades y de multiplicación de ambos miembros de las 
desigualdades por un mismo valor, se obtiene la regla de 
sustracción de las desigualdades de distinto signo: 

De una desigualdad se puede miembro a miembro (del 
primer miembro sustraer el primero, y del segundo miembro 
sustracr cl segundo) sustraer otra desiynaldad de signo opues- 
to. De resultas se obtiene una desigualdad que ticne ol 
signo de la primera desigualdad: 


sia <byc>d, entonces a —e< b— d, 
sia >byc<d, entonces a ce > bd, 


4) Si al primero y segundo miembros de la desigualdad 
agregamos el mismo valor, entonces de resultas se obtiene 
una desigualdad del nismo signo: 

si a5>b, entonces a +c>b4<c. 

9.2. Algunas desigualdades importantes. 

1) Para cualesquiera números reales a y b se cumple la 
dosigualdad 

la+ob |< la +15), 


vs decir, el valor absoluto de la suma de dos números reales 
no supera la suma de valores absolutos de eslos númieros. 

Mediante el método de inducción matemática se puede 
demostrar que para cualquier número finito de sumandos 
a¿ es válida la desigualdad 


Te 


: 

y y 
¡24 lA tal 
1= 


q= 


además, la igualdad se obtiene sí todos los sumandos son 
números del mismo signo. 
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2) Para cualesquiera números reales a y b se cumple la 
desigualdad 
ja=b1>llal—101), 


es decir, el valor absoluto de la diferencia de dos números no 
es menor que el valor absoluto de la diferencia «de los valo- 
res absolutos de estos números. 
3) Para cualesquiera dos números reales a y b se cumple 
la desigualdad 
a+bi>2]ab 1, 


al mismo tiempo, la igualdad se obtiene cuando y sólo tuando 
fal =| 0]. | 

4) Si a y b son números reales del mismo signo (ab > 0), 
entonces 


Ñ a b 
pt7>* 
además, la igualdad se obtiene cuando y sólo cuando a = b. 


5) Desigualdad de Cauchy: si a y b son números reales no 
negativos, entonces 


es decir, la media aritmética de dos números no negalivos no 
es menor que su media geométrica. 

Una desigualdad análoga es válida también para cual- 
quier lista finita de números no negativosa, (¿ =1,2,3, ... 
c.., 38) 

add) -han+... dan > 


n y “4,4707 . tr. En . 


es decir, la media aritmética » de Jos números no negativos 
es mayor o ignal a su media geométrica; la igualdad se 
obtiene, cuando todas las a de números son igunles. 

() Desigualdad de Cauuchi— Buntakoosks: pará cualesquiera núme- 
ros reales Azy My gy + - + E9by, Da, >. 21 Op Se cumple la desigualdad 
ta¡b, + aby + agb, - apo .. / bp)" < 

== (a + az -|- e. a. + añ) (UN 2,» hz LL e... + b%). 

La igualdad se cumple cuando y sólo cuando los números ay y b; 


son proporcionales, es decir, cuando cxisten tales números a y P que 
ps 4- Bó e (), y para todos i=4, 2,3, ..., n se cumple la igualdad 


aa; + Pb; = 0, 
1301477 
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7) Relación enitre la media aritmética y cuadrática de varios 
aúmeros: el valor absoluto de la media aritinética de cualquier número 
finito de números reales 1o supera a la medía cuadrática de estos 
números es decir, 


[att to +benl FaidrajH... Paño 


= 
n n ? 


además, la igualdad se cumple cuando y sólo cuando todas las » de 
ins números son iguales entere sí. 

8) Desigualdad de Ifólder (generalización de la desigualdad de 
Cauchy — MBuniakovski): para cualesquiera números reales a,, az, .. . 
o. Gn dy, ..., dy con cualquier p > 1 se cumple la desigualdad 


10, + daba + -.- + Apndal < 


< (Ja,|1P -+ lag[P >... 5 JapiPY'1P (10114-E Ibal. + 1071970, 
¿qe —L. 
donde y = mea 


$ 10. Solución de desigualdades y de sistemas 
de desigualdades 


30.1. Definiciones principales. Sea f una [unción numéri- 
ca de una o varías variables (areumentos). IRosolver la «desi- 
gualdad 


f[<O0 (1) 


significa hablar un conjunto de valores del argumento (argu- 
mentos) de la función f, para Jos cuales la función f es ne- 
valiva, es decir, para los cuales la desigualdad (1) se con- 
vierte en cierta desigualdad numérica. 

Análogamente, resolver la desigualdad 


f>0 (2) 


significa hallar un conjunto de valores del argumento (argu- 
mentos) de la función f, para los cualos los valores de esta 
función son positivos, es decir, para los cuales la desigual- 
dad (2) se convierte en una desigualdad numérica válida. 

Un conjunto de valores de los argumentos de la función 
f, para los cuales la desigualdad se convierte en una desigual- 
dad nunérica válida, se llama conjunto de soluciones de la 
designaldad o simplemente solución de la desigualdad. Dos 
desigualdades se consideran equivalentes, si los conjuntos 
de sus soluciones coinciden. 
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Resolver un sistema de varias desigualdades significa ha- 
llar un conjunto de valores do los argumentos de las funcio- 
nos que entran en las desigualdades, para los cuales todas las 
desigualdades del sistema simultáneamente se convierten en 
desigualdades numéricas válidas. 

Dos sistemas de desigualdades se consideran equivalentes, 
si los conjuntos de sus soluciones coinciden. El sistema de 
desigualdades $ se considera equivalente á dos sistemas de 
desigualdades $, y S,, si el conjunto de soluciones del siste- 
ma $ coincide con la unión de los conjuntos de soluciones 
de sistemas S, y S.,. 

10.2. Desigualdades lineales y sistemas de desigualdades 
lineales cop una incógnita. Por desigualdades lineales se 
entiende una desigualdad que tiene la forma 


ar+b>0,ar+db<0, ar+b>0 ar+b3<O0, 


donde a y b son números reales (a +: 0). 

La solución de las desigualdades linealés se efectúa me- 
diante la sustitución de la desigualdad inicial por la desi- 
gualdad equivalente, Para esto se usan las siguientes trans- 
formaciones de desigualdades que conducen a las desigual- 
dades equivalentes: la adición a ambos miembros de la de- 
sigualdad el mismo número y la multiplicación (división) de 
ambos miembros de la desigualdad por el mismo número. 
Así, un conjunto de soluciones de la desigualdad 


ar+b>0 (3) 


puede ser hallado de la manera siguiente. 

Agregamos a ambos miembros de la desigualdad (3) el 
número — b, de resultas obtenemos tuna desigualdad equi- 
valente 


ax> — ob, (4) 


y dividimos ambos miembros de la desigualdad por a. 
Si a > 0, entonces la desigualdad (4) se convierte en la 
designaldad 


b 
PA 


la cual da un conjunto de soluciones de la desigualdad ini- 
cial (3). Este conjunto de soluciones puede escribirse tam- 


134 
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bién en la forma 
bh , 


Si «< 0, entonces la desigualdad (4) es equivalente a 
ln desigualdad 


h 
T — —, 
<< 7 


Un conjunto de números reales que satisfacon a esta de- 
siguaidad, es el conjunto de soluciones de la desigualdad 
inicial (3): 


26 (05 2). 


Análogamente pueden ser halladas las soluciones de 
cualesquiera desigualdades lincales. 
Un conjunto de soluciones de un sistema de dos desigual- 
dades lineales 
ar +b>0, 
cx -.d>0 


se halla como la intersección de conjuntos de soluciones de 
estas desigualdades. 

10.3. Desigualdades cuadráticas. Por desigualdad cua- 
drática se entiende una desigualdad, que puede ser reducida a 
uta de las desigualdades siguientes: 


aa? l- be —cr>0, art + ba c<O0, 
ari dr Y+0c>0, ext +4 de .e<o, 


donde a, hb, e son ciertos números reales y a Y 0. 
Serán desigualdades cnadráticas simples las desigualdades 


adam ya>m. 
El conjunto de soluciones de la desigualdad x* < m es: 
1) para m<X6Ux = $ [es decir, no hay soluciones); 
2) para m>>0 x1é€ (Y m; V m), es decir, —Vm< 


<i<Ym, v || <Ym. 
Fi conjunto de soluciones de la desigualdad 2? > m cs: 
1) para m<UzxER (es decir, z es cualquier número 
real); 
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2) param—>0zx € (— oo; —V m) U (Y me; + 00), es de- 
cir, — wo <z<—Ym y Vm<wxw< +oo, o |r|> 
> V m. 

La desigualdad cuadrática ax? +4 bx -c>0 tiene, en 
dependencia de los valores de sus coeficientes a, b y c, de un 
conjunto de soluciones: 


1) paraa >0,D =bt—áac >0xr€ (—oo; A U 


Lal AUN 
VO + o 

2) paraa >0,D<OzXER; 

—bh- Pp == h— PR 

3) paraa <0,D>0 z € (A: E : 

4) paraa <0,D <0zx = e [es decir, no hay soluciones). 

La solución de la desigualdad «ur? + bx =- c< 0 se re- 
duce a la solución de la designaldad examinada más arriba, 
si ambos miembros de la desigualdad se multiplican por —41. 

Un conjunto de soluciones de las desigualdades no estric- 
tas az? + br +c>0 y ax?+ bx +e<0 se halla como 
una unión de Jos conjuntos de soluciones s de las desigualda- 
des estrictas correspondientes y de la ecuación az? + bx -p 
+e=0. 

Las desigualdades que se reducen a la forma 


az-+h e 

cr+d >K, (m) 
donde a, b,c, d, k son ciertos números reales y e 0 (si 
c += (0, entonces la desigualdad lineal Fraccional se convicrte 
en lineal), se Jlaman desigualdades lineales fraccionales, 
También pertenecen a estas desigualdades las del tipo (5), 
las cuales en vez del signo > tienen los signos <, >, <. 

La solución de la desigualdad lincal fraccional se reduce 
a la solución de la desigualdad cuadrática. Para esto, es ne- 
cesario multiplicar ambos miembros de ln desigualdad (5) 
por la expresión (cx -- d)*, la cual es positiva para todos 
TER y 2% —dlc. 

10.4. Método de intervalos. Sea P(x) un polinomio de 
h=ésimo grado con coeficientes reales, C,, Cs, . - -, € SON 
todas las raices reales del polinomio con las multiplicidades 
Er Eos ---, hp respectivamente, además, 6, >C,>.. 
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...3>C; Y) polinomio P (x) puedo representarse en la 
forma 


Plz) = (ae (a—ey*... (ey Q (a), (6) 


donde el polinomio Q (x) no tiene raíces reales y ps positivo 
o negativo para lodos x € R. Supongamos, para mayor pre- 
cisión, que Q (2) > 0. Entonces para x >> c, todos los facto- 
res en el desarrollo (6) son positivos y P (x) > 0. Si c, es 
la raíz de la multiplicidad impar (%, es impar), entonces 
para c¿ <x< c, todos los factores en el desarrollo (6), a 
excepción del primero, son positivos y P (+) < 0. En este 
caso 38 dice que el polinomio P (x) cambia su signo con el 
paso a través de la raiz c,. Si ec, es la raíz de la multiplicidad 
par (%, es par), entonces todos los factores (incluyendo el 
primero) para e, < x < c, son positivos y, por consiguiente, 
P (2) > 0. En este caso se dice que el polinomio 4 (x) no, 
cambia su signo cuando pasa a través de la raíz c,. 

Análogamente, utilizando el desarrollo (6), es fácil 
convencerse que al pasar a través de la raíz cy, el polinomio 
P (x) cambia cl signo, si y es impar y no lo combia, si A, 
es* par. 

La propiedad examinada de los polinomios se usa para 
resolver las desigualdades por el método de intervalos. Para 
hallar todas las soluciones de la desigualdad 


P (2) >0, 


es suficiente saber las raices reales del polinomio P (2), 

sus multiplicidades y el signo del polinomio 7 (7) en un 

punto arbitrario x, que no coincide con la raíz del polinomio. 
Ejemplo 1. Resolver la desigualdad 


a (x 4 2) (2 — 1) (1? + 1) >0. (7) 


Situemos en el eje mumérico Ox las raíces del polinomio 
que se encuentra en el primer miembro de la desigualdad 
(fig. 4.12). 

Para x > 1 el polinomio es positivo, puesto que todos 
los factores que se encuentran en el primer miembro de la 
igualdad son positivos. Vamos a movernos por el eje Ox de 
derecha a izquierda. Al pasar a través del punto z == 4 el 
polinomio cambia su signo y se convierte en negativo, puesto 
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que x = 1 es la raíz de la multiplicidad 3; al pasar a través 
del punto x = 0 ej polinomio no cambia de signo, puesto 
que z = 0 os la raíz de la multiplicidad 2; al pasar a tra- 
vés del punto z = —2 el polinomio de nuevo cambia de 
signo y llega a ser positivo. 

Los intérvalos del polinomio dado de signos constantes 
se representan esquemáticamente en la fig. 4.12. Usando 


Fig. 4.12. 


esta figura, es muy fácil escribir un conjunto de solución 
de la desigualdad (7): 


T E(— 00; —2) U (t; + 00). 


la solución de la desigwaldad racional que tiene la 
forma 


P (2) 


donde P (2) y Q (7) son polinomios, se reduce a la solución 
de la designaldad algebraica equivalente de la manera si- 
guiente: multiplicando ambos miembros de la desigualdad 
(8) por el polinomio [Q (x)1?, el cual es positivo para Lodos 
los valores admisibles de la desigualdad (8), obtenemos la 
desigualdad algebraica 


P (3) Q (2) >0, 
equivalente a la desigualdad (8). 
Ejemplo 2. Resolver la desigualdad racional 
22 (rx —1P (24 2) 
—— 2 <0 (5) 


Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por 
(1 — 3), obtenemos la desigualdad equivalente a la desi- 
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gualdad (9): 
ar — Y lx + 2) (x — 3) < 0. 


El conjunto de soluciones de la última desigualdad se 
halla mediante el método de intervalos y es el siguiente: 


T El— 005 —2) U (1; 3). 


10.5. Solución de desigualdades irracionales. Por desi- 
gualdad irracional se entiende la desigualdad, en la cual 
los valores incógnitos (o las funciones racionales de valores 
incógnitos) se encuentran bajo el signo del radical. Para 
hallar el conjunto de soluciones de la desigualdad irracio- 
nal, es necesario, por regla general, elevar ambos miembros 
de la designaldad a una potencia natural, A posar de la apa- 
riencia oxlerior del proceso de solución de la ecuación irra- 
cional (véase p. 5.9) y de la desigualdad irracional, entre 
las mismas existe una gran diferencia. Cuando resolvemos 
Jas ecuaciones algebraicas no nos preocupa que después de la 
elevación a la potencia se obtonga una ecuación equivalente 
a la inicial: la ecuación algebraica tiene un número finito de 
raíces y podemos elegir de 1 conjunto de estas raicos las 
sohuciones de la ecuación irracional. 

Un conjunto de soluciones de desigualdades representa, 
por regla general, un conjunto infinito de números, y por 
eso la verificación directa del conjunto de soluciones me- 
dianle la sustitución de estos números en la desigualdad inicial 
es, de principio, imposible. El único procedimiento que 
garantiza una respuesta correcta consiste en que tenemos 
que observar, que para cualquier transformación de la 
desigualdad inicial se obtenga una desigualdad equivalente 
a Ja inicial, 

Para la soJución de las desigualdades irracionales es ne- 
cesario tener en cuenta que cuando elevamos a una poten- 
cia impar ambos miembros de la desigualdad siempre se 
obtiene una desigualdad equivalenie a la desigualdad ini- 
cial]. Si ambos miembros de la desigmaldad los elevamos a 
la potencia par, obtendremos una desigualdad equivalente 
a la inicial que tiene el mismo signo de desigualdad sólo en 
el caso, si ambos miembros de la desigualdad inicial no son 
negativos, 


$ 10, Solución de desigualdades 201 


Ejemplo. Resolver Ja desigualdad 


VI-5-Y9-x>1, (10) 
EJ conjunto de Jos valores admisibles de zx es: 
z El5; 91 
La desigualdad (10) es cquivalente a la desigualdad 
Vi—3>1+V9xz, (11) 


ambos miembros de la cua) son no negativos. Elevando am- 
bos mienvbros de la desigualdad (11) al cuadrado, obtenemos 
la desigualdad equivalente 


%r—15>2Y I—e. (12) 


1) Si 2x — 15 < 0, es decir, y < 15/2, el primer miem- 
bro de la desigualdad es negativo o es igual a cero, y el se- 
gundo miembro cs no negativo. Por eso para ningún z € 
€ 15; 15/2] la desigualdad (12) puede convertirse en una de- 
sigualdad numerica válida. 

2) Si 2x — 15 > 0, entonces ambos miembros de la de- 
sigualdad son no negativos y después de elevarlos al cua- 
drado se obtiene una desigualdad equivalente a la desigual- 
dad (12): 

Qe — 10 > 4 (9 — .£). 
De esta manera, el conjunto de soluciones de la desigual- 


dad (10) se obtiene como el conjunto de soluciones del sis- 
tema de desigualdades 


5<r<09, 
2x — 15 >0, 
(21 — 15 > 4 (9 — 2), 
de donde oblencinos z € 44 Y, y | 


10.6. Desigualdades exponenciales. Un ejemplo de de- 
sigualdad exponencial es la que tiene la forma 


a” > ob, (13) 
donde a y b son ciertos números reales (a > 0, a % 1). 


En función de los valores de los parámetros a y bd el 
' conjunto de soluciones de Ja desigualdad (13) es el siguiente: 
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1) para a > 1, 5 >0 z € (log, b; + 00); 

2) para 0( <a<d41, b>0z € (— oo; log, b); 

3) para a >0,5<0,zZER. 

El conjunto de soluciones de la desigualdad 

ab (14) 

en dependencia de los valores de los parámetros a y b os el 
siguiente: 

1) para a > 1,b>0 z € (— oo; log, bd); 

2) para 0<a<41,b>0 2 € (log, b; + 00); 


3) paraa >0,b<0z = e (es decir, la desigualdad no 
tiene soluciones). 


Las desigualdades (13) y (14) pueden ser peneralizadas 
para el caso, cuando en el exponente de la potencia se en- 
cuentra cierto polinomio de x. Así pues, el conjunto de solw- 
ciones de la desigualdad 


210 > 3 (15) 


se halla como un conjunto de soluciones de Ja desigualdad 
f (x) > log, 3 


que es equivalente a la desigualdad (15). 
10.7. Desigualdades logarítmicas. La desigualdad que 
tiene la forma 


log, ] (1) > b, (16) 
donde a y b son ciertos números reales (a > U y a 4 1), es 
una designaldad logarítmica simple. La desigualdad (16) 
en dependencia de los valores del parámctro a es equiva- 
lente a los sistemas de desigualdades siguientes*): 

1) para a>1 2) para O<a<1 
f(x) >0, f (1) >0, 
f(2)>0, fa)<a!, 
Respectivamente la desigualdad 


log, f (1) < b (47) 


*) En caso, si la desigualdad (16) es no estricta, las segundas 
desigualdades de estos sistemas también son no estrictas, 
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cs equivalente u los sistomas siguientes de desigualdades: 
1) para a > 2) para O <a<1 
f(x) >0, f (1) >0, 
fx)<ae?, fa) >a?. 
151 conjunto de soluciones de las designraldades que tienen 
la forma 
R (a% > 0 y R (log, 2) >0, (18) 


asi como las desigualdades R< 0, R>0, R<0O0, donde 
R es el polinomio de argumentos indicados, se halla de la 
manera siguiente. ] 

Se introduce una incógnita nueva y -= a? (respectiva- 
mente y = log, 2) y las desigualdades (18) se resuelven 
como algebraicas respecto a la incógnita y. Después, la 
solución de la desigualdad inicial se reduce a la solución 
de la desigualdad simple respectiva (13), (14), (16), (17) o de 
los sistemas de estas desigualdades. 

Ejemplo 1. Resolver la desigualdad logarítmica 


log? x — log, z— 15 >0. (19) 


Reducimos todos los logaritmos a una base (por ejem- 
plo, a la hase 2) y obtenemos una desigualdad que es ecqui- 
valento a la desigualdad logarítmica (19): 


y log3z — logzx — 15 >0. (20) 
Resolvemos esta desigualdad como cuadrálica respecto a la 
incógnita nueva 
y = log, 7. 
De resultas obtenemos que la desigualdad logarítmica 
(20) es equivalente a dos desigualdades simples: 
log 7 > 10 y log, x < —6, 
cuya unión de los conjuntos de soluciones da un conjunto de 
soluciones de la desigualdad (19): 
T € (0; 2% UY (2; + 00). 
in conclusión indiquemos un tipo más de desigualdades 
logarítmicas que se encuentra con frecuencia, en las cuales 


la base del logaritmo y el argumento del logaritmo son 
funciones de la incógnita x. Tal desigualdad logarítmica es, 
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«pór- ejemplo, la desigualdad 
0 l0B gx) / (2) ><, (21) 
«donde f (1) y g (7) son ciertos polinomios, y c es cierto nú- 
“mero real. El conjunto de valores admisibles de la incógnita 
se halla como un conjunto de soluciones del sistema 


f(x) > 0, 
g (2) > 0, 
g() 41. 


La desigualdad logarítmica (21) es equivalente a dos siste- 
mas de las desigualdades algebraicas: 


(a) >0, f(r) > 0, 

ga) > 4, 0Z g(r)]< it, 

[> Ig (mI. /(m<l[e (ol”. 
Ejemplo 2. Resolver la desigualdad 


log. (2: —) > 2. (22) 


La desigualdad Jogarítmica dada es equivalente a dos 
sistemas de desigualdades: 


d—>0, 2 >0 
« 1 
rr>í, O<r<i. 

o. :$ o. 3 2 

Lo q >; Zu — << 2 : 


El conjunto de soluciones de la desigualdad logarítini- 
ca (22) se obtiene como una unión de conjuntos de solucio- 
nes de estos dues sistemas: 


se(2: 5) u (12). 


10.8. Representación geométrica de un conjunto de so- 
luciones de tuna desigualdad con dos incógnitas. Suponga- 
mos que tenemos cierta desigualdad con dos incógnitas. 151 
conjunto de soluciones de tal desigualdad es un conjunto 
de paros ordenados de números reales (5; y), el cual puede 
ser representado geométricamente como un conjunto de 
puntos del plano de coordenadas Oxy. 
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La unión del conjunto de soluciones de las desigualdades 
Fx, y)>0, Fr, y)<0 


y de la ecuación 
Fix, y =0 


da el conjunto de todos los puntos del plano de coordenadas 
Oxy, a excepción de los puntos, en los cuales la función de 
dos variables F (x, y) no está determinada. Así por ejemplo, 
la unión de un conjunto de soluciones de las desigualdades 
T T 
y > 0, y <0 
y de la ecuación 
Z=-0 
y 
da mn conjunto de todos los puntos del plano numérico R?, 
a excepción del conjunto de Jos puntos que pertenecen al 
eje Oz. 

La ecuación F (z, y) = 0 proporciona un conjunto de 
puntos de «la frontera de separación» (o una parte de la 
misma) entre Jos conjuntos de los puntos definidos por las 
desigualdades F (x, y) >0 y F (zx, y) <0. 

Si la ecuación /' (x, y) -= 0 tieve una única solución 
respecto a la variable y (zx se considera parámetro), enton- 
cos se dice que la ecuación F (+, y) = 0 define la función 


y =/ (2). 
Si la ecuación F (x, y) = 0 tiene una única solución 


respecto a la variable x (y se considera parámetro), entonces 
se dice que la ecuación F' (x, y) = O define la función 


z= 8 (y), 


donde y se considera una variable independiente, y z, una 
variable dependiente. 

Puede resultar que la ecuación F (r, y) — O no tiene una 
sola solución ni respecto a la variable x ni respecto a Ja 
variable y. ln este caso se dice que la ecuación F (zx, y) =0 
representa una correspondencia entre los conjuntos de Jos 
valores admisibles de las variablos z e y. 

ISn la fig. 4.13—4.28 están reprosentadas ciorlas figuras 
definidas por las desigualdades que tienen la forma y > 


206 Algebra Cap. 4, 


y y-2r 


Fig. 4.15. 


y>-¿2? 


XA 
S 


Fig. 4.16. 


Fig. 4.17. Fig. 4.18, 


Fig. 4.23, 
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> f (2). Estas Siguras representan una parte del plano de 
coordenadas Oxy que se encuentra más arriba de la línea 
y - f(x). Las figuras dadas por Jas desigualdades y < f (2) 
representan una parte del plano que se enenentra inás abajo 
de Ja linea y = f (z). 

In las fig. 4.29--4.31 se sombrean las figuras represen- 
tadas por Jas desigualdades que tienen la forma x >> g (y). 

En las fig. 4.32—4.34 están representadas las figuras 
dadas por lus desigualdades que tienen la forma f' (z, y) > 
> 0, en el caso, cuando la ecuación F (<, y) == 0 representa 
ta correspondencia entre las variables x e y: 

1) Ja desigualdad 2% + y? > AR representa el exterior 
del círculo del radio A con el centro en el origen de coorde- 
nadas (véase fig. 4.32), 

2) la desiguajdad (2 — aY + (y — b)? > RAR? representa 
el exterior de) circulo de radio X? con el centro en el punto 
con las coordenadas (a; 6) (véase la fig. 4.33); 

3) la desigualdad que tiene la forma lx ji" |y|> 
> a (a > 0) representa el exterior de un cuadrado con los 
vértices en los puntos (a; 0), (0; a), (—a; 0) y (0; —a) (véase 
la fig. 4.34). 

En las fig. 4,13—4.34 se representan las figuras simples 
dadas por las desigualdades con dos variables x e y. Sin 
embargo, destreza para construir estas figuras simples per- 
mite construir también figuras más complicadas represen- 
tadas, por ejemplo, por un sistema de varias desigualdades 
con dos variables, Una figura geométrica dada por un siste- 
ma de desigualdades con dos variables representa la parte 
general (la intersección) de todas las figuras dadas por las 
desigualdades del sistema. 


$ 11, Procedimientos de demostración de la validez 
de las desigualdades 


11.1. Demostración de la validez de las desigualdades 
mediante una cadena de desigualdades equivalentes. Uno 
de los métodos de demostración de la validez de las desigual- 
dades se basa en la construcción de una cadena de desi- 
gualdades equivalentes, al final de la cual se encuentra una 
desigualdar válida evidente. 
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Ejemplo 1. Demostrar la desigualdad 


., »”) 
-r al 


a DN 
A y, donde a>0 y ¿>0, 
Sustituyamos esta desigualdad por la desigualdad equiva- 


lente 
ai 9 a+b 3 
eze (2 h0) > 
Suprimiendo los paréntesis y agrupando los sumandos del 
primer miembro de la desigualdad, obtenemos una desi- 
gualdad equivalente 


= (a 2 b) (a — b)3>0). 


Puesto que a > 0 y b>0, la validez de la última de- 
sigualdad es evidente, lo que demuestra la validez de la de- 
sigualdad inicial equivalente. 

Ejemplo 2. Demostrar la desigualdad 


4 1 
hog, TL + logn 2 


>» 2 
Basándose en la propiedad de loz logaritmos 
Toga 7 1080 
la desigualdad inicial os equivalente a la desigualdad 
1 ; 
lo > 2. (1) 
En vigor de que 
log, T > 0, 
en el primer miembro «de la desigualdad (1) se encuentra la 
suma de dos números positivos inversos recíprocamente, dis- 
tintos de la unidad. En vigor de Ja desigualdad 4) p. 9.2 
la desigualdad (1) es válida y, por consigniente, es válida 
también la desigualdad inicial. 
Ejemplo 3, Demostrar que para cualesquiera x e y reales 
se cumple la desigualdad 
22 +4 2y + Y + 2 + 6y +3>0. 
14* 
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IElectuemos las transformaciones siguientes del primer 
miembro de la desigualdad 

a+ 2ay + 3y 04-224 Gy 4-3 = 

= (ui + Lay Y y?) + 2y* + 2 -1- 6y 3 = 

= (2 + y? 4-2 (7 + y) + 2y? + 4y + 3 = 

— Ur + yY +2 (2 + 9) + 1] + 2y* + 4y + 

= Ue + y) q AF AH 2 (4 + 2y 4 1) = 

= lla + y) + 1P 42 (9 4 190, 


tu 


De esta manera sucede que como resultado «de las tranms- 
formaciones idénticas del primer miembro de la desigualdad 
inicial ésta se reduce a la desigualdad equivalente 


(24 y 194 2 y + >, 


la validez de la cual es evidente. 
Análogamente, utilizando las desigualdades del p. 9.2, 
se puede demostrar, por ejemplo, las desigualdades siguientes: 


1) a+ ts 3>2 (a deb] c); 
2) A A (a > 0, b>0, c>0); 


3) (a-Eo) (bc) (a ¡ e) >8abe (a>0, b>0, c> 0); 


4) a24- 024 0? >abA bey ac (a, b, e son los números 
de un mismo signo). 


S 


11.2. Demostración de la validez de las desigualdades 
con la utilización de las propiedades de las funciones que 
entran en las desigualdades. La validez de ciertas desigual- 
dades puede ser demostrada con la utilización de las propie- 
dades de las funciones que entran en las desigualdades. 

Así, por ejemplo, Ja validez de la desigualdad 


lg zx + ctg => 2 


para todos x € (0; 1/2) se desprende de la relación 


1 
tax" 


ctg 1 = 
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Efectivamente, debido a esta relación la desigualdad inicial 
se escribe en la forma de la A 


tex). ro =>2, 


la cual es válida para todos Jos valores x € (0; 1/2), puesto 
que en esto intervalo tg x es positiva, y la suma de dos nú- 
meros cualesquiera positivos: inversos reciprocamente es 
mayor o igual a dos. 

Otro ejemplo de desigualdad, cuya validez se demuestra 
basándose en las propiedades de las funciones que, entran en 
la misma, es la desigualdad 


0< sent xr -]- cos Y r< 1. 


La validez de esta desigualdad, y, por cjemplo, de la 
desigualdad | 


, 4 
Y senz + Y cosi>1 


se deduce de la acotación de las funciones y = Sen x, Y = 
= (0s 2 y de Jas relaciones del p. 3.2 del capitulo 7. 

En el ejomplo siguiente un factor decisivo es la aplica- 
ción de la propiedad de Ja monotonía de Ja función expo- 
nencial. 

Demostremos que sí a - hb — e (a 2>0, hb > 0), entonces 

1) at Yo>(, donde a < 4; 

ab | 55 el, donde P > l. 


li xaminemos Jos números — y —. Según li condición del 
problema 
0 7 a b 
— 0 —|]. am o 4 — O. 
de - Í y - >0 => 


Si la sima de dos números positivos es igual a la unidad, 
entonces cada uno de estos números es menor que la unidad: 


0o<£<t, 0<2>1 


Entonces, en vigor de la propiedad de la función expo- 
nencial monótona decreciente con una base que es menor que 
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la unidad, tenemos 


Ear > 


2) 
ayb a bib le ( 
(5) E (+) <=: 

donde a es un número real cualquiera menor que la unidad, 


y $, un número real mayor que la unidad. De la desigualdad 
(2) se desprenden las designaldades 


(23 1- (2)>2+-2 id => at h><eA, 


€ 


a y4 b yt e b B 
(1 (E) <A tae, 

41.1, Ciertos procedimientos especiales de demostración 
de la validez de las desigualdades. 

1. Uno de los procedimientos especiales de Ja demostra- 
ción de la validez de Jas desigualdades consiste en lo si- 
guiente. Supongamos, por ejemplo, que es necesario demos- 
trar la validez de la desigualdad A < 73. Si se consigne ele- 
gir tal valor € que A < C y demostrar la validez de la de- 
sigualdad C<A4, entonces será demostrada también la 
validez de la desigualdad inicial A < 44. Precisamente Lal 
procedimiento se usa para la demostración de la acotación 
de sucesión (véase p. 2.4 del capítulo 8) 


Ey. (1 + y. 


n 


2. La vaJidez de ciertas desigualdades, en las cuales el 
primer y segundo miembros son funciones del argumento 
natural, puede ser demostrada mediante el procedimiento 
siguiente. La desigualdad inicial se transforma en desigual- 
dad equivalente, cuyo segundo miembro es constante, y el 
primer miembro es junción del argumento natural. Enton- 
ces, considerando la función del argumento natural que se 
encuentra en el primer miembro de la desigualdad como un 
término común de cierta sucesión, se puede reducir la de- 
mostración de la validez de la desigualdad a la examinación 
de las propiedades de esta sucesión. 
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Ejemplo. Demostrar que la desigualdad 
YA ni 


es válida para cualquier n nalural. 
Transformamos la desigualdad dada cn desigualdad equi- 
valente 
9r-L 


SA. 6) 
Examinemos la sucesión (x,) representada por la fórmula 


del término común 
2-1 


En 

Es muy fácil demostrar que esta sucesión es una suce- 
sión monótona decreciente (véase p. 1.5 del capitulo 8) y, 
por consiguiente, el término mayor de la sucesión dada es 
€) primer término, que es igual a la unidad. Pero, puesto que 
para n = 4 la desigualdad (3) es válida, entonces ella es 
válida y para todos log demás valores r. . 

3. Ciertas desigualdades pueden ser «kemostradas me- 
diante el método de inducción matemática. Precisamente 
este mélodo se usa para la demostración de la acotación de 
la sucesión (véase el ejemplo 3 p. 2.4 del capítulo 8) 


Ly V e +Voe +... + V c. 


Sé 


a Jalíces 


Mediante el método de inducción matemática pueden ser 
demostradas tambien las desigualdades siguientes: 


ar, 

ya< (E) ; 

2) | sen nx ] < yn | sen z |; 

3) nl > 2%, sin > 2; 

4) Pn1< n”, si n > 2. 

11.4. Ciertos procedimientos de verificación de la vali- 
dez de las desigualdades numéricas. Cuando resolvemos ecua- 
ciones y desigualdades puede surgir la necesidad de aclarar, 


cuál de dos (o varios) números es mayor y cuál es menor. 
A continuación, en ejemplos, se examinan ciertos procedi- 
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mientos simples de verificación de la validez de las desi- 
gualdades numéricas. 


e. » a m 
1) Para aclarar, cuál de dos números racionales — y - 
es mayor, calculemos la diferencia de estos niúmeros 


m Pp _  m—np 
n q nt 
5 . e. m p . 
Si la diferencia es mayor que cero, entonces — > q 
y . . rm 
si la diferencia es menor que cero, entonces A < mn . 


2) Para comparar dos números irracionales e y b se 
usa muy a menudo el procedimiento siguiente: se supone 
que un número es mayor que el otro (por ejemplo, a > b) 
y se construye una cadena de desigualdades equivalentes 
que da bien una desigualdad numérica válida (y entonces 
la suposición de que a > bes válida), o bien una desigual- 
dad numérica que no es válida (en este caso la suposición de 
que a > b no es válida y por consiguiente, a < b). Por 
ejemplo, sea que es necesario comparar, cuál de dos núme- 


ros Y 14— V3 y 2 es mayor. Supongamos que Y 14 — V3 


es menor que 2: 
y 14-V3<2; (4) 


ambos miembros de la desigualdad (4) sou positivos. Eleve- 
mos ambos miembros de la desigualdad al cuadrado: 


(Y14-V3<4, 


14-2Y 42-43<4. 
La última desigualdad se puede reescribir en la forma 


13<2Y 42. 


Elevando ambos miembros de la desigualdad al cuadrado, 
obtenemos la desigualdad 169 < 168. 

Es evidente que la última desigualdad no es válida. 
Por consiguiente, la suposición de que el número Y 14 — 
— Y 3 es menor que 2 no es válida. El número Y 14 — Y 3 
es mayor que 2, 
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3) Examinemos en dos ejemplos, como se puede verificar 
la validez de una desigualdad mediante cálculos aproxima- 
dos. 

Ejemplo 1. Demostrar que 


sen 39% > 1/ Y 3. (9) 


Tratamos de elegir el número a de tal mancra que 


sen 39% > a y a > 1/Y 3. El valor más próximo en la «tabla» 
de la función sen x es sen 30% = 1/2: 


sen 30% < sen 39", (6) 


Sin embargo, tomando como número a cl número 4/2, 
no se puede demostrar nada, puesto que 1/2 < 1/Y 3. Trata- 
mos de mejorar la estimación (6). Esta estimación del sen 39% 
puede ser mejorada mediante dos procedimientos. El primer 
procedimiento consiste en lo siguiente: mediante las fórmu- 
las de la mitad del ángulo se puede calcular sucesivamente el 
sen 15%, cos 15”, sen 730", cos 7730 y luego podemos cal- 
cular 


sen 37730" «<= sen 30% cos 7230" - sen 7730" cos 300 
y, teniendo cn cuenta la desigualdad 
sen 3730" < sen 39", (7) 


tomando en calidad de a el número 37730”, se puede de- 


mostrar que sen 37%30" > 1/Y 3. 

En el segundo procedimiento usamos una estimación 
más grosera en comparación con la estimación (7). En el capí- 
tulo 7 fue calculado el sen 36*: 


sen 36" = Vi02 V5_ Y5 
e au — 7” . 


Puesto que en el primer cuarto sen x es una función 
monótona creciente, de la desigualdad 


36” < 39" 
sigue la desigualdad 
sen 36” < sen 39", 
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es decir, 
sen 399 > Vio Y8_ , 


Ahora medianto el procedimiento descrito más arriba, 
demostramos quo 


V 102 V5 1 
AAA > VE" 


La validez de la última desigualdad se desprende de los 
cálculos citados más abajo: 


E 


5—VY5 1 


A A 


gr 
15-3Y5>8, 
7>3V 5, 
49 > 45. 
De esta manera fue demostrado que 
sen 39% > sen 36% > 1; YA 3. 
Ejemplo 2. Comparar, cuál de los números es mayor: 
log, 3 6 log, 5. 
Estimemos los números, cuyos logaritmos se calculan 
por las potencias de las hases de los logaritmos: 
2X3<2 MNLÍ<IH, (3) 


Puesto que la función log, z para a > 1 es una función 
monótona creciente, de las desigualdades (8) se deducen las 
desigualdades 


log, (21) < log, 3 < log, (29), 
1i<log,3< 2, 

log, (3*) < log, 5 < logs (3), 
4 < logy 5 < 2; 
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de las últimas desigualdades es imposible deducir, cual de 
los logaritmos es nayor, puesto que ellos se encuentran entre 
los mismos números. 

Mejoremos las estimaciones (8). Vamos a estimar los 


números 3 y D por las potencias fraccionarias de los núme- 
¡ 


y . : r +5 
ros 2 y 3 respectivamente. Tomemos los números 2 “= 


1 

- a . 145 4 TU . 
=2Y2y3 "2 =3VY3 y comparemos con estos números 
los números 3 y % respectivamente. Mediante el procedi- 
miento descrito en 2) se puede mostrar que 


3>2 y 2 y 0<4 Y 3. 
De esta manera, tenemos 
2RIEZIZAE, YLIZIAN, 
de donde respectivamente 
7 <log,3<2, 1 <log5< 5. (9) 


Comparando las últimas desigualdades, obtenemos «que 
log, 3 es mayor que log, 5. 

Observemos que si surgo la necesidad, se puede seguir 
mejorando las estimaciones (0). 1P'nos bien, demostrando la 
validez de las desigualdades 


24 h y A _ 
2 2 > 30 Y 3<S, 


obtenemos las estimaciones siguientes para los log, 3 y 
logy 0: 
3 


3 : 7 9 = 3 


CAPÍTULO 5 


Método de coordenadas 


El concepto de sistema de coordenadas rectangular en el 
plano apareció primeramente en geometría antes del co- 
mienzo de nuestra era. Mediante este sistema un matemá- 
tico de la escuela de Alejandría, Apolonio, definta y estudia- 
ba las curvas de segundo orden; la elipse, hipérbola y parábo- 
la. En el siglo XVI el matemático francés KR. Descartes 
(y al mismo tiempo Fermat) introdujo la regla de elección 
de signos en el sistema de coordenadas rectangular y créó 
las bases de la geometria analítica en el plano, que es la 
parte de las matemáticas que establece la relación entre el 
álgebra y la geometría. Las obras de Descartes fueron prepa- 
radas por las obras de otro matemitico francés, Vióte, el 
cual fue el primero en introducir en el álgebra las designa- 
ciones literales (tauto de los valores conocidos, como de los 
desconocidos). La geometría analítica Jugó un papel muy 
importante ta el desarrollo del concepto de número: gracias 
a la regla de elección de los signos de las coordenadas los 
números negativos (los cuales no eran reconocidos por la 
mayoría de los matemáticos de la dad Media) obtavieron 
una representación clara y fueron aceplados en las matentá- 
ticas definitivamente. Muchos años más tarde, la aplicación 
del sistema de coordenadas cartesianas rectangulares jugó 
un papel decisivo en la afirmación de los números complejos 
en las matemáticas. 


S 1, Sistemas de coordenadas 


1.1. Eje de coordenadas. La recta, en la cual se fijan 
dos puntos distintos: el punto O, que se Mama origen de 
coordenadas, y el punto £, que se Hainan punto de unidad 
(fig. 5.4), se denomina eje de coordenadas. 
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El punto £ se suele situar a la derecha del punto O, 
Se considera dirección positiva del eje de coordenadas la 
dirección del rayo que sale del punto O y contiene el pun- 
to £. La dirección contraria se considera dirección negativa 


0 E Mo TI 


Fig. 5.1. 


del eje de coordenadas. El segmento O£ se Mama de escala o 
segmento unidad. El eje de coordenadas se suele designar 
por Oz. 


> 

Il vector OZ se denomina vector unitario (o versor) y se 
suele designar con e. 

Se llama coordenada del punto M,, situado en el eje de 
coordenadas, el número zx, que se define por la igualdad 
5, = + (0 
signo más, cuando los puntos £ y M, 
están situados a un lado del punto O, 
y el signo menos, cuando los puntos £ 
y M, están situados a distintos lados 
respecto al punto O; si el punto 4, 
coincide con el punto O, entonces 
Ly == 0, 

La distancia entre los puntos M, 
y M, con las coordenadas 2, y T, SOU 
calcula según la fórmula Pig. 5.2, 


: además delante de la fracción se toma el 


1,2. Sistema de coordenadas cartesiano rectangular en 
el plano. Un par ordenado de dos ejes de coordenadas Oz 
y Oy, perpendiculares entre sí, se llama sistema de coordena- 
das cartesiano rectangular en el plano, además, el origen de 
coordenadas para cada uno de los ejes es su punto común O 
(origen de coordenadas) (fig. 5.2). Los ejes Or y Oy se orde- 
nan de la manera siguiente: si giramos el eje Ox alrededor 
del punto O en un ángulo 1/2 en sentido antihorario, enton- 
ces coincidirá con el eje Oy. Al mismo tiempo los segmentos 
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de escala OE, y OE, de los ejes de cuordenadas Ox y Oy 
se eligen de tal manera que sus longitudes sean iguales: 


10É, ] - JO£, |. 


Entonces al girar el eje Ox en un ángulo n/2 en sentido anti- 
horario alrededor del punto O los puntos E, y £, coinciden. 
El eje Ox se llama eje de abscisas y el eje Oy, eje de ordenadas. 


Los vectores e, -= OÉ, y €) = OE, se llaman vectores 
básicos del sistema de coordenadas cartesiano rectangular 
(o versores) y se suelen designar con Jetras i y ]: 


De esta manera, se puede considerar que el sistema de 
coordenadas cartesiano rectangular se representa por cierto 
punto O (por el origen de coordenadas) y por un par ordena- 
do de vectores unitarios perpendiculares entre sí (¿; 7). 

Los ejes coordenados Oz y Oy dividen, el plano en cuatro 
cuadrantes. La parte del plano que está situada más arriba 
del eje Ox y a la derecha del eje Oy se considera primer 
cuadrante; la parte del plano que se encuentra más arriba 
del eje Ox y a la izquierda del eje Oy es el segundo cuadran- 
te; la parte dei plano situada más abajo del eje Ox y a la 
izquierda del eje Oy es el tercer cuadrante, y la parte del 
plano que se encuentra más abajo del ejc Ox y a la derecha 
del eje Oy, el cuarto cuadrante. El plano con el sistema de 
coordenadas construidos se llama plano de coordenadas. 

Para el procedimiento expuesto más arriba de ordenación 
de los ejes de coordenadas el sistema de coordenadas se 
llama sistema de coordenadas cartesiano rectangular de- 
recho a diferencia del sistema de coordenadas cartesiano 
rectangular izquierdo, en el cual los ejes se ordenan de la 
manera siguiente: el primer eje (eje Ox) coincide con el 
segundo (eje Oy) mediante el giro en un ángulo 12 en sen- 
tido horario. En lo sucesivo bajo el lérmino «sistema de 
coordenadas cartesiano rectangular» se entenderá el sistema 
de coordenadas cartesiano rectangular derecho. 

En los suplementos se usan también los sistemas de 
coordenadas oblicuángulos (derechos e jzquierdos), en los 
cuales la coincidencia de los ejes se realiza al girar en un 
ángulo, distinto del recto. 
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Coordenadas de un punto en el plano. Sea que Oxy es un 
sistema de coordenadas cartesiano rectangular en el plano 
con el origen O (véase fig. 5.2) y M,, cierto punto del plano. 
Bajemos del punto M4, sobre los ejes Ox y Oy las perpendicula- 
res que intersecan los ejes coordenados indicados en los pun- 
tos N, y N, respectivamente. Designemos la coordenada 
del punto N,, situada en el eje Ox, a través de z,, y la coor- 
denada del punto N, que se encuentra en el eje Oy, median- 
te Yn- 

Se llaman coordenadas del punto M, en el sistema de coor- 
denadas cartesiano rectangular a un par ordenado de núme- 
ros (to; Yo). 

Sl] número zx, se llama abseisa del punto M,, y el núme- 
ro Yo, ordenada de este mismo punto y se escribe M, 
(To; Yo). 

La distancia entre los puntos A y £ que tienen las coor- 
denadas (2,3 Y) y (ta; Ya), respectivamente, se calcula 
mediante la fórmula 


ABI] =VY (222 2+(Y2—y¡)? 
Transjormaciones de lag coordenadas rectangulares por traslación 
paralela de los ejes. Sea que Oxy y O'x'y! son dos sistemas de coordena- 


y y “Y 
Yop=====-> a IN rw 


Fig. 5.3. 


das cartesianos rectangulares en el plano con el origen de coordenadas 
O y 0” (O % 0”) respectivamento, los ejes de una misma dirección 
(Lig. 5.3) y los mismos segmentos de escala. Y sen que el punta O” 
tiene las coordenadas (a; b) respecto al sistema de coordenadas Oxy. 
£l número e se llama maguitud de desplazamiento del sístema de 
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coordenadas O'£ y” respecto al sistema Ory en dirección al eje Ox, 
y el número 5, magnitud de desplazamiento en dirección del eje Oy. 

Elijamos en el plano un punto M, con las coordenadas (zp; Ya) 
respecto al sistema Oxy. Entonces sus coordenadas (2; yo) respecto al 
sistema O'x'y” están relacionadas con las coordenadas respecto al 
sisterma Oxy mediante las fórmulas 


4 
Ty IQ—4), Yoo — db. 


A estas fórmulas se las llama fórmulas de transformación de las coorde- 
nadas rectangulares del punto Ao. 

Formulemos la regla de transformación de coordenadas del punto 
Mo para el paso de un sistema de coordenadas rectangular al otro: 


Fig. 5.4. Fig. 5.5. 


En la traslación paralela del sistema de coordenadas rectangular 
en una mágnitud e en dirección del eje Or y en una magnitud 6 en 
dirección del eje (gy Las abscisas de todos los puntos disminnyen o 
aumentan «“n función del signo de la magnttud a en ina magnitud a 
y las ordenadas, en una magnitud b. 

Fórmulas de transformación de las coordenadas rectangulares por 
giro de los ejes. Sea Ory y Ox'y" dos sistemas de coordenadas cartesianas 
rectangulares, además, el sistema de coordenadas Oe y” se obtuvo del 
sistema Oxy mediante un giro en un ángulo a« cn torno al origen común 
de coordenadas O (lig. 9.4). 

Elijamos en el plano un punto Af, que tenga unas coordenadas 
(ro; yo) respecto al sistema de coordenadas Ory, y unas coordenadas 
(ro; yu) respecto al sistema de coordenadas 0: y”. Las coordenadas del 
punto My en los sistemas de coordenadas Ory y Ozx'y' ze relacionan 
por las [fórmulas 

Ty = To COS A — Yoy SCHO, , 
Yo ySON AH yy eos a (1) 


o mediante las fórmulas equivalentes 
Xy == Xy 108 AH yy Sen a, 


Yy == — Xy 30 A+ y, COS (Z. 
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Fórmulas de transformación de las coordenadas rectangulares por 
traslación paralela, y por un giro de Los ejes. Sean Oxy y O'x' y” dos siste- 
mas de coordenadas cartesianas rectangulares y sea que cl sistema 
de coordenadas O'x'y” se obtuvo del sistema Oxy por traslación paralela 
con una magnitud de desplazamiento, respectivamente, a y b, y por 
un giro posterior alrededor del punto O” (imagen del punto 0) cu un 
ángulo a (fig. 5.5).- 

-— Sea que M, es un punto del plano que tiene las coordenadas 
(to? yo) respecto al sistema de coordenadas Ozxy y das coordenadas 


Mg 


Po 
Po 


Fig. 5.6. Fig. 5.7. 


(29; 94) Tespecto al sistema de coordenadas 0'x”y”. Las coordenadas del 
punto My respecto a los sistemas de coordenadas Oxy y O'x'y' se 
relacionan por las fórmulas 


Ly =T¿C0S AL — Yo SER AH a, 
Yy ==¿Sena + y¿cosa+bh, 


(2) 


las cuales expresan las coordenadas del punto M, respecto al sistema 
de coordenadas Ozxy a traves de las coordenadas del imismo punto Mo 
respecto al sistema O'x y”. 

Resulviendo las relaciones (2) respecto a las magnitudes x; e ya, 
obtenemos las expresiones para las coordenadas del punto My respecto 
al sistema O'z'y” a través de las eoordenadas del punto M, respecto 
al sistema Oxy: 


xy == (7, —a) c0s 0 + (yo —b) sen a, 
yo = — (29 —a) sen O -)- (yy —b) vos a. 


1.3. Sislema de coordenadas polares. Relación entre las coorde- 
nadas reetangulares y polares. El sistema de coordenadas polares eu 
el plano se determina por Ja elección de un punto Q, llamado polo 
y por ua rayo dirigido Ox con el origen en el punto O (eje polar) con 
un segmento OE elegido en este rayo, cuya longitud se toma por unidad 
de escala (fig. 5.6). 

Al punto M, que pertenece al plano y es distinto del punto O 
se le asigna respectivamente un par ordenadu de números (Po; Po), 
llamado coordenadas polares del punto M,. El número po que se llama 
radio polar del punto My representa la longitud del segmento 01%. 
El número qo que se llama ángulo polar es el valor del ángulo O Mo, 
medido en radianes (véase fig. S.6). 


15-01477 
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Entre el conjunto de todos los puntos del plano (a excepción del 
punto 0) y cl conjunto de dos pares ordenados de números (pp; o) 
donde $ (0; 2n], existe una correspondencia biunivoca. Para el pun- 
to O (del polo) el valor del ángulo polar no está definido. 

Relación entre las coordenadas rectangulares y polares. Si tomamos 
el polo por el origen del sistema de coordenadas cartesiano rectangular, 
la dirección del eje polar, por la dirección positiva del eje Og (fig. 5.7), 
entonces entre las coordenadas polares del punto Mo (Po; Po), el cual 
no coincide con el polo, y las coordenadas rectangulares Lo Yo) del 
mismo punto My existe la dependencia siguiente: 


Lo = Po 203 Po, Yo = Po Sen Qo- 


Estas fórmulas se llaman fórmulas del paso de las coordenadas 
polares de un punto Mo a las coordenadas rectangulares del mismo 


punto. 

A la inversa, representando las coordenadas rectangularos (rpg; yo) 
de cualquier punto My que no coincide con el origen de coordenadas, 
se calculan sus coordenadas polares mediante las fórmulas 


4 Pa = V 14433, 

Yo Lp 
e ————— cos Yo = ———_— 
Vi try" "Var 


1.4. Sistema de coordenadas cartesianas rectangulares 
en el espacio. Sea que a es cierto plano en el espacio con 


Fig. 5.8. Fig. 5.9. 


el sistema de coordenadas cartesiano rectangular Oxy eligido 
en él. Tracemos por el punto O una recta a perpendicular al 
plano a (fig. 5.8). Elijamos en la recta a una dirección y un 
segmento de escala OE, el cual es igual a los segmentos de 


$ t Sistema de coordenadas 227 


escala OE, y OÉ, (en la fig. 5.8 la dirección positiva en la 
recta a se indica con una flecha). Este es el eje de coordena- 
das que designamos con Oz. 

Una terna ordenada de los ejes de coordenadas perpendicu- 
lares entre sí Ox, Oy y Oz se llama sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares en el espacio. El sistema cartesiano 
de coordenadas rectangulares Oxyz se llama derecho (fig. 5.9), 
si Oxy es un sistema de coordenadas rectangulares derecho, 
y el eje Oy coincide con el eje Oz mediante un giro en un 
ángulo x/2 en sentido horario. El sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares Oxyz es izquierdo, si el sistema 
de coordenadas Oxy es izquierdo o, si Oxy es derecho el 
eje Oy coincide con el eje Oz mediante un giro en un ángulo 


5 en sentido horario. 


El eje Ox se llama eje de abscisas, el eje Oy, eje de ordena- 
das y el eje Oz, eje de z-coordenadas. Los planos que pasan 
a través de cada dos ejes de coordenadas se llaman planos de 
coordenadas, el espacio, en el cual está eligido un sistema 
de coordenadas, se llama espacio de coordenadas. 


_Los vectores OE£,, OEy, OE, se llaman vectores básicos 
del sistema de coordenadas cartesianas rectangulares (o ver- 
sores) y se suelen designar respectivamente por i, f, k. 

Coordenadas de un punto en el espacio. Sea M, cierto 
punto del espacio y Oxyz cierto sistema espacial de coorde- 
nadas cartesianas rectangulares con el origen en el punto O 
(véase fig. 3.9). Construyamos un plano que contiene un 
punto M,, paralelo al plano de coordenadas Oyz. El plano 
construido interseca el eje de coordenadas Oz en cierto punto 
N,. Designemos a la coordenada del punto N, con z,. Ál 
construir los planos, paralelos a los planos de coordenadas 
Oxz y Ozxy, que pasan por el punto M,, obtenemos los puntos 
N, y Na, los cuales son puntos de intersección de los planos 
construidos con los ejes Oy y Oz, respectivamente. Designe- 
mos las coordenadas de los puntos N, y N, que pertenecen 
respectivamente a los ejes Oy y Oz, con Yo Y Zp- 

Se llaman coordenadas del punto M, respecto al sistema 
cartesiano de coordenadas rectangulares Oryz a una terna 
ordenada de números (Zo; Yo; 7,) y se escribe 


Mo (Zo; Yos 20)- 
15 
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El número z, se llama abscisa del punto M.,, yy, su ordena- 
da y 2zq, su 2Z-coordenada. 

La distancia entre los puntos A(%; Yi; 21) y 
B (%a; Yg; 22) se calcula por la fórmula 


AB] =V (22 —213+ (Ya —Y1)+ (22 — 21)?. 
1.5. Ecuación del plano. Cada ecuación 
Az + By +4C2+D=0, (3) 


que es lineal respecto a las variables xr, y y z, define en el 
sistema espacial de coordenadas rectangulares Oxyz un plano 
(A, B, C son números, de los cuales por lo menos uno no es 
igual a cero). Y a la inversa, cualquier plano en el sistema 
de coordenadas rectangulares Oxyz puede ser representado 
por una ecuación que tiene la forma (3). 

Las coordenadas de todos los puntos del espacio situa- 
dos a un lado del plano determinado por la ecuación (3) sa- 
tisfacen la desigualdad 


Ar + By +C€24+D>0, 
y las coordenadas de todos los puntos que se encuentran en 
el otro lado satisfacen la desigualdad 
Ax + By 4 C2+D<O. 
En el sistema cartoslano de coordenadas rectangulares el 
vector N =(4; M5; C) es perpendicular al plano 
Az + By + Cz 4 D =0,. 
La distancia d del punto Mo (<a; Yo; Z,) al plano 
Ar + By+Cz+D=0 


se calcula mediante la fórmula 


d= | Aro + Byo + Cro +D | 


VITRO 


$ 2. Vectores 


2.1. Vectores. Conceptos principales. Sea que A y B 
son dos puntos distintos del plano. El segmento AB, cuyo 
punto Á se considera el origen, y el punto B, el extremo, se 
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llama vector AB, y se designa AB. También se dice que el 
vector AB está aplicado al punto A. La dirección que se 


define por un rayo AB se llama dirección del «vector AB, 
y la longitud € del segmento AB se llama longitud (o módulo) 


del vector AB. La longitud (el módulo) del vector AB se 


po 

designa | AB |. En los diagramas el vector AB se suele 
representar con una flecha rectangular 

con el origen en el punto Á y el extre- 

mo en el punto B (fig. 5.10). TT 

Entre todos los vectores con el ori- A 
gen en el punto Á existe un vector, cuya 
longitud es igual a cero.Se considera que Fig. 5,10, 


este vector comienza y termina en el pun- 
to A. El vector que comienza y termina en el punto Á se 


llama vector nulo y se designa AA. El concepto de direc- 
dh 
ción para el vector nulo AÁ no se introduce. 

La definición de un vector espacial coincide exactamente 
con la definición de un vector en el plano, al mismo tiempo, 
sólo se considera que los puntos A y B son dos puntos del 
espacio. 

Igualdad de vectores. Sea ÁB y CD dos vectores del plano 
(o del espacio). Se dice que el vector AB es igual al vector 
—»- 

CD, si 
1) la longitud del segmento AB es igual a la longitud del 


segmento CD; 
2) los rayos AB y CD están dirigidos en la misma direc- 


ción. 
La igualdad du vectores se escribe mediante el signo de 


igualdad: 
> » 
AB =CD. 
Para tal definición de la igualdad de vectores el conjunto 


de todos los vectores, iguales al vector AB, se llama vector 
libre. Log vectores libres se suelen designar mediante las 
letras latinas minúsculas a, b, c, x, y sus longitudes se 
designan respectivamente |a |, |b |, [e [, (2 |. El vector 
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nulo se suele designar O. Cada vector libre no nulo e tiene 
una infinidad de representaciones on forma de segmentos 
dirigidos, trazados desde distintos puntos del plano (espa- 
cio) Aj, Az, «.- Án, + - -, tales que las longitudes de los 
segmentos A,B,, Á2Ba, -.., AnBn, -.. son iguales a la 
longitud del vector a, y los rayos A,5,, 4,B,, - . ., AnBn, .. 
son codirigidos y su dirección coincide con la dirección del 
vector a (fig. 5.11). El vector libre nulo O tiene también 
una infinidad de muchas repre- 

Ay sentaciones en forma de puntos de 


un plano. 
El vector libre se suele llamar 
Agro Ba simplemente vector. Un conjunto 
| Bn de vectores iguales entre sí, per- 
An — tenecientes a la misma recta, se 
Fig. 5.11 llama vector deslizante. Junto con 


los vectores libres y deslizantes se 

examinan también los vectores 
fijos, los cuales se caracterizan por un módulo, dirección y 
por la posición del punto inicial, llamado punto de aplica- 
ción. Dos vectores fijos se consideran iguales, si tienen no sólo 
los módulos y las direcciones iguales, sino también un punto 
inicial común, es decir, si los vectores iguales fijos son 
vectores coincidentes. 

Un vector en el plano puede ser introducido mediante la 
utilización del concepto de isometria o, mejor decir, de un 
caso particular de isometria, del concepto de traslación para- 
lela. Recordamos las definiciones de estos conceptos. 

La aplicación de un plano sobre sí, para la cual se con- 
servan las distancias entre los puntos, se llama isometría, 

La aplicación del plano sobre sí, para la cual todos los 
puntos del plano se desplazan en la misma dirección a la 
misma distancia, se llama traslación paralela. 

En estos términos la transformación del plano, para la 
cual cada punto M del plano se aplica sobre tal punto M, 
de este plano, que el rayo MM, está codirigido con el rayo 
AB y la distancia | MM, ] es igual a la distancia | AB |, se 
llama vector (traslación paralela) que se define por un par 
ordenado de no coincidentes (4; B) del plano. 

Cualquier par de puntos coincidentes representa una 
transformación idéntica (es decir, una transformación, que 
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aplica sobre sí cualquier punto del plano). La transforma- 
ción idéntica se llama vector nulo y se designa mediante 
el simbolo 0. 

Adición de vectores. Sean a y b dos vectores no nulos. 
Trazemos el vector e desde el punto O y designemos su extre- 


mo con la letra A (fig. 5.12): OA = a. Trazemos desde pun- 
to Á el vector b y designemos su 


> 

extremo con la letra B:AB = b. 
Se llama suma de dos vectores 
a y baun vector que tiene el ori- 
gen en el punto O y el extremo en 


A b B 


el punto B(OB = c) y se escribe 
Pig. 5.12. 
c=a— mb. 
Del vector e se dice que está obtenido como resultado 
de la suma de los vectores a y b. 
Las propiedades de la operación de adición de los vectores 
son: 
1) la propiedad del vector nulo: 


a+0=a; 
2) la asociatividad de adición: 
(a + b) 4-0 =a + (b +- e); 


3) la conmutatividad de adición: 

a + b=b-«. 
La suma de dos vectores no colineales a y hb se puede 
construir mediante la regla llamada regla del paralelógramo. 


Tracemos desde el punto A los vectores AB = b y AD =a 
(fig. 5.13). Tracemos por el extremo del vector a una recta 
paralela al vector hb y por el extremo del vector b, una recta 
paralela al vector a. Sea C un punto de intersección de las 


Yo 
rectas construidas. El vector AC =e es la suma de los 
vectores a y b: 


c =4a + b, 
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El vector que se designa —a, tal, que la suma del vector 
a y del vector —e« es igual al vector nulo: 


a | (—a) := 0, 
se llana vector opuesto al vector «. 
a np : Ha 5% 
St vector opuesto al vector AB se designan también BA: 
—» —y> —> 
AB 4- BA = AA = 4), 


Los vectores opuestos no nulos tienen las longitudes 
igualos (e ] ==] —e |) y las direcciones contrarias. 


Pier. 0.143. Fig. 5,14. 


La diferencia de dos vectores € — bes la suma del vector 
a y del vector opuesto al voctor b (fig. 5.14), es decir, es el 
vector 
a | (—b). 


La diferencia de los vectores «€ y b se designa a — bd. 


Fig. 5.15. 


La diferencia de dos vectores a y b puede ser obtenida 
mediante una regla del triángulo. Tracemos del punto A un 


vector a (fig. 5.15): AB = a; del extremo del vector AB 
— po 
tracemos el vector BC = —b; el vector AC =c€ cs la dife- 
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rencia de vectores a y b: 
c=a— bd. 


Un vector que tiene Ja dirección del vector a, si A es 
positivo, y la dirección contraria, si A es negativo, se llama 
producto de un vector no nulo a por el número A. La longitud 
de este vector es igual al producto de la longitud del vector e 
por el valor absoluto (módulo) del número 4. 

El producto del vector «e por el número A se designa 
por Ar. 

ón el caso, sia =064x=0, respectivamente se con- 
sideran 

4-0 = 0 para cualquier A, 
O.a := O para cualquier a. 


Las propiedades de la operación de multiplicación del 
vector por el número son: 
1%) la conmutatividad: 
la = ah; 
2) la asociatividad: 
A (pa) = (Ap) a; 
3) la distributividad respecto a la adición de vectores: 
A(a -+ b) = a -|- Ab; 
4) la distributividad rospecto a la adición de números: 
(+ up)a = de + ua. 


Dos vectores no nulos se llaman colineales, si sus direc- 
ciones coinciden o son opuestas. 

Un vector nulo se considera, según la definición, colineal 
a cualquier vector. 

La condición necesaria y suficiente de colinealidad de los 
vectores no nulos e y b es la existencia del número A que 
satisface a la igualdad hb = da. 

La condición necesaria y suficiente de colinealidad de los vectores 


a y ben el plano, dados por sus coordenadas respecto al sistema de 
coordenadas cartesianas rectangulares Oxy: 


a = (7,5 Y), b= (a+ Ya, 
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es la igualdad igual a cero del determinante de segundo orden: 


zy sa] = 0. 
Yr Ya 


La condición necesaria y suficiente de colinealidad de dos vecto- 
res a y b en el espacio, dados por sus coordenadas respecto al sistema 
de coordenadas cartesiano rectangular Oxys: 


a =(20 453%)  b= (23; Ya: 22), 


es la igualdad igual a cero de todos los determinantes sucesivos de 
segundo orden: 
m »| 
? Ya 32d 


Tres vectores no nulos se llaman coplanares, si los rayos 
que representan sus direcciones están situados en las rectas 
paralelas a cierto plano. Si entre los tres vectores existe 
por lo menos un vector nulo, entonces tales vectores también 
se consideran coplanares. 


L3 2 


| +1 Y 
Ta Sy 


Teo Ye 


, 


La condición necesaria y suficiente para el carácter coplanar de 
tres vectores a, b y e dados por sus coordenadas en el sistema de coor- 
denadas cartesianas rectangulares O.xyz: 


a = (25 Yi 2),  )= (23; Ya; 32), 
C = (%3; Yg; 29), 
es la igualdad igual a cero del determinante de tercer orden: 
IT, Y; 7 


La Ya 22 
|13 Yy 23 


= 0. 


Si los vectores a y b no son colineales, entonces cualquier 
vector €, coplanar con los vectores € y b, puede represen- 
tarse de una sola forma 


c = xa + yb. (1) 


(Por unicidad de representación se entiende que existe un 
solo par ordenado de números (x; y), para el cual se cumple 
la igualdad (1).) 

La representación del vector ce, coplanar con los vectores 
a y b,en forma de la suma e = xa + yb se llama desarrollo 
del vector e en vectores a y b, 
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Regla del paralelepípedo. Para hallar un vector, que es 
la suma de tres vectores no coplanares e, b, e, se suele utili 
zar muy a menudo una regla que se llama regla del paralele- 
pípedo. 

Desde un punto arbitrario del espacio O se trazan los 


—)o: —» —Y 
vectores OA =a, OB =b y OC =c. Se construye un 
paralelepipedo de tal manera que 
los segmentos OA, OB, OC sean sus 


aristas (fig. 5.16). El vector OS, 
donde OS es la diagonal del para- 
lelepípedo, es la suma de tres vec- 
tores dados: 


copo 
OS == a + b4-c. 


Desarrollo del vector en tres vecto- 
res no coplanares. Sea a, b, c tres Fig. 5.16. 
vectores no coplanares (no nulos). 
Entonces cualquier vector espacial d puede ser representa- 
do de una sola manera en forma de SUMA: 


d = xa + yb + zc. (2) 

(Aquí por unicidad de representación se entiende que existe 

una sola terna ordenada de números (x; y; 2), para la cual 
se cumple la igualdad (2).) 

2.2. Ángulo entre vectores. Producto escalar de vectores. 

Un ángulo entre dos vectores no nulos se llama ángulo 

entre las direcciones de estos vectores. El ángulo entre los 


NA 
dos vectores a y b se designa (a, b). 

Si el ángulo entre los vectores a y bes igual a 907, en- 
Lonces estos vectores se llaman perpendiculares y se escribe 
a 1190 

Un número igual al producto de las longitudes de los 
vectores, que se designan (a, b) (o a- b), por el coseno del 
ángulo entre estos vectores se llama producto escalar de dos 
vectores no nulos a y b: 


MN 
(a, 6) =]a[:1b | cos q, 


IN 
donde y = (a, b). Si, por lo menos, uno de los vectores a 
y bes un vector nulo, entonces el producto escalar de estos 
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dos vectores se considera igual a cero. Del producto escalar 
(a, b) se dice que está obtenido como resultado de la multi- 
plicación escalar del vector a por el vector b. 
Las propiedades de la multiplicación escalar de vectores es: 
1) la conmutatividad: 


(a, b) = (b, a); 


2) la asociatividad respecto a la multiplicación por un 


nÚMETOo: 
((ka), b) =k (a, b). 


Las operaciones de adición y multiplicación escalar de 
vectores se relacionan por la ley distributiva de multiplica- 
ción respecto a la adición: 


(a, (Bb + c)) = (a, b) + (a, c). 


La condición necesaria y suficiente de perpendicularidad 
de dos vectores no nulos es la igualdad igual a cero de su 
producto escalar. 

El producto escalar del vector por este mismo vector es 
igual al cuadrado del valor numérico de su longitud. El 
producto a- a se escribe como (a)? y se llama cuadrado escalar 
del vector a. 

2.3. Coordenadas de un vector en el plano. Sea Ozxy un 
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares con los 
vectores básicos (é; f). Cualquier vector a, perteneciente al 
plano, puede ser descompuesto por los vectores de base 
¿, j, es decir, para cualquier vector e existe, y además sólo 
uno, un par ordenado de números (x,; yy) tal que 


a = Zpi + Yoj- 
Los números tp, Y, Se llaman coordenadas del vector e en la 
-base (2; Jj) y se escribe 

a = (To; Yo). 

Si en el sistema de coordenadas rectangulares los pun- 
tos A y B tienen las coordenadas (x7,; Y,) y (22; Y,), entonces 
a 
las coordenadas del vector AB serán un par ordenado de 

números (1, — 2,5 Ya — Y1), es decir, 


AB = (2, — Lys Yy — y1). 
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Reglas de operaciones con los vectores, delerminados por sus 
coordenadas. Supongamos que en la base (i;, j) están dados 
los vectores 

a = (2,5 Y), b= (o; Ya). 


1) Las coordenadas de la suma de dos vectores son igua- 
les a la suma de las coordenadas respectivas de los suman- 
dos: 


a+ b= (2, + 23; Y, + Ys). 


2) Las coordenadas de la diferencia de dos vectores son 
iguales a la diferencia de las coordenadas respectivas de 
estos vectores: 


a — b = (2, — Za; Y, — Ya). 


3) Las coordenadas del producto del vector por un nú- 
mero son iguales al producto de las coordenadas respectivas 
del vector dado por este número: 


pa = (px,; py). 


4) El producto escalar de dos vectores es igual a la suma 
de los productos de las coordenadas respectivas de estos 
vectores: 


(a, b) = 2,2, + Y Yo- 


El módulo del vector €, definido por sus coordenadas 
(2,: yy) se calcula mediante la fórmula 


la] =Y xi + y. 
El ángulo q entre los dos vectores no nulos a y b dados 


por sus coordenadas (x,; Y,) y (z,; Y,), respectivamente, se 
calcula de la relación 


AS Tia + YaYa 


COS p =- Cos (a, b) = Vi y? VI+Y 


Los cosenos de los ángulos entre el vector 4 = (x,; 13) 
y los vectores de base ¿, j se llaman cosenos directores del 
vector a y se calculan según las fórmulas 


cosa = —L— 


VaAa+raq? osP= VAT +2 
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Los cosenos directores de cualquier vector € se relacionan 
por la igualdad 
cos? a -|- cos? $ = 4, 


2.4. Coordenadas de un vector en el espacio. Sea Ozxyz 
un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares con 
una terna de los vectores básicos (¿; f; k). Cualquier vector 
espacial a puede ser descompuesto en vectores de base ¿, [, 
k, es decir, para cualquier vector a existe, y además, sólo 
una terna de números (zp; Yo; Zo) tal que 

Los números L¿, Yo, 2p Se Mlaman coordenadas del vector a 
en la base (8; 7; lk) y se escribe 

a = (Lo; Yo; 2o)- 

Si en el sistema de coordenadas rectangulares los puntos 

Á y B tienen las coordenadas (2,3 Y,; 21) y (to; Yo; Za), 


entonces las coordenadas del vector AB serán una terna 
ordenada de números (2, — L15 Ya — Yy; 2, — 2,), es decir, 
> 
AB = (22 — Yi Ya — Yii 22 — 21). 


Reglas de operaciones con los vectores definidos por sus 
coordenadas. Supongamos que en la base (E, f, k) están 
dados los vectores 


a= (my 2) y db (za Ya; 2a)- 


1) Las coordenadas de la suma de dos vectores son igua- 
les a la suma de las coordenadas respectivas de los sumandos: 


2) Las coordenadas de la diferencia de dos vectores son 
iguales a la diferencia de las coordenadas respectivas de 
estos vectores: 

a— b= (%, — Ea; Ys — Yos 21 — 29). 


3) Las coordenadas del producto de un vector por un 
número son iguales al producto de las coordenadas respec- 
tivas del vector dado por este número: 


pa = (px; PY; pz). 
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4) El producto escalar de dos vectores es igual a la suma 
de los productos de las coordenadas respectivas de estos 
vectores: 


(2, Dd) = 21%, + Yi¡Ya + 2123. 
El módulo del vector € determinado por sus coordenadas 


(2,3 Yi; 21) respecto a cierta base rectangular (i; 7; k) se 
calcula mediante la fórmula 


jal= A+ N+2 


El angulo q entre los dos vectores espaciales no nulos 
a y b dados por sus coordenadas (1,3 Yr; 21) y (Za; Ya; 22) 
respecto a cierta base rectangular (¿; 7; k) se calcula de la 
relación 


1123 + Y1U9 2122 
Va+tata Vat + 
Los cosenos de los ángulos entre el vector a = (x,; y,; 2,) 


y los vectores de hase é¿, j, k se llaman cosenos directores 
del vector a y se calculan según las fórmulas 


NS 
cos p =Cos (a, b) = 


zy 
Vi+ri+ra? 

Yy1 
NETEe 
Cos Y = —=23— 


1 
Vi+tAi+A 


Los cosenos directores de cualquier vector a se relacionan 
por la ¡igualdad 


cos? a 4- ecos? $ + cos? y = 1. 


COS a = 


cos f) == 


2.5. Producto vectorial, Se llarna producto vectorial de dos vecto- 
res a y b, que se designan [a, b] (oa x b), al vector que se define por 
las tres condiciones siguientes: 

4) el módulo del vector [a, b] cs igual a |a|.]b] < sen q, donde 
q es el ángulo entre los vectores a y bd; 

2) el vector [e, b] es perpendicular tanto al vector e, como tam- 
bién al vector b; 

3) la terna ordenada do los vectores (a; b; [a, b]) trazados desde 
un punto forma la base derecha (en el caso general, una base obli- 
cuángula) (fig. 5.17). 
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Si por lo menos uno de los vectores e o hb es un vector nulo, en- 
tonces el producto vectorial de dos vectores se considera igual al 
vector nulo: 


la, b) — 0. 


El producto vectorial de dus vectores no nulos a y b representados 
por sus cuordenadas: 4 = (r,; Y; 21) Y Ú = (53; Ya; 22) es el vector 


la, br (|Y 2: — ). 


Ya 22 
| son los determinantes de segundo 


E1 Yi 
Ta Y 


E] >| 


a 22 


Li 21 
La l, 


1 Y1 
Ll, Ya 


donde 


orden. 


Yi a 
Ya 24 


[a, b] 


Pig. 5.17. 


Las propiedades del producto vectorial: 
la, b)] .. —Jb0, at; 
lípa), db] =p (a, b]  (p es un núscro); 
fía + b), cl = [a, cl «+ [b, el; 


2.6. Producto mixto (escalar-vectorial) de vectores. Sea Oxyz 
un sistema de coordenadas curtestanas rectangulares con una base 
derecha (i, j; de). Se llama producto mixto de tres vectores no nulos 
y no coplanares, representados por sus coordenadas respecto a la base 


(is 15 K), 
a = lr; Br, 27), b = (Ta; Ya> la), Cc = (13; Ya, 23), 


al número, cuyo valor absoluto es igual al volumen de un paralelepi- 
pedo, las aristas del cual son los vectores a, b, e, trazados desde un 
mismo punto; este número es positivo, si la lerna ordenada de los 
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vectores (a; b; e) forma una base de mano derecha y es negativo, si 
(a; b; ec) forma una base de mano jizquicrda*) (fig. 5.18). 
El producto mixto de los vectores a; b; e se designa (a, b, c). 


p € (0; 71) € 
<a, db, l>>02 per, 0) 
a (8, bd, c><q 
P Y 
q b 
Fig. 5.18. 


Si los vectores e, b, e son coplanares, entonces el producto mixto 
se considera igual a cero. 


la, b,c)=0. 
El producto mixto de los vectores a, b, e, representados por sus 
coordenadas se calcula como un determinante de tercer orden: 
Ly Yi 21 
(4, db,c):=|7), Y, 2a]- 

Lg Y3 23 
Las propiedades del producto mixto: 

(a, b,c) = (a, bl, o); 

la, b, ec) = (1h, cl, a) = £e, la, b)) = —(b, [a, e). 
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La geometría analítica del plano es una parte de la 
geometría, en la cual las figuras geomélricas se trazan según 
la determinación de la ecuación de la figura. Supongamos 
que en un plano se elige un sistema de coordenadas carte- 
sianas rectangulares Oxy. La figura geométrica (llamada co- 
rrientemente curca).se representa por la ecuación que tiene 


la forma 
F (x, y =0, (1) 
la cual se satisface por Jas coordenadas de los puntos per- 
lenecientes a la figura dada y no se satisface por las coorde- 
nadas de ningún punto, que no pertenecen a esta figura. 
*) En caso de que la base (i; j; k) sea de mano izquierda, cl pro- 
* ducto mixto de los vectores a; b; c es positivo, sj la terna de vectores 


(a; b; e) forma una base de mano izquierda, y negativo, en caso con- 
trario, 


1001477 
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Las propiedades de una figura geométrica se aclaran median- 
te el estudio de las propiedades de la ecuación (1). 

Las curvas simples que se estudian en la geometría ana- 
lítica del plano sou la recta, luipérbola, parábola y elipse 
(cuyo caso particular es la 
circunferencia). 

3.1. La recta. Cada ecua- 
ción, lineal respecto a las va- 
riables x e y, cs decir, la 
ecuación que tiene la forma 


Az + By--C=0, (2) 


donde A y B no son iguales a 
cero simultáneamente, repre- 
Fig. 5.19. senta una recta en el sistema 
de coordenadas cartesianas 
rectangulares Oxy. Y, recíprocamente, cada recta puede ser 
representada por una ecuación lineal que tiene la forma (2). 
La ecuación (2) se llama ecuación general de la recta. 
Ciertas formas particulares de expresión de la ecuación 
de la recta: 
1) La recta que forma un ángulo a con dirección positiva 
del eje Ox e interseca el eje Oy en el punto (0; b) se repre- 
senta por la ecuación (fig. 5.19) 


y =kzx + b, 


donde k =4tg xa, a €l0; 1/2) U (1/2; 1). El coeficiente k 
se llama coeficiente angular de la recta. 

La recta que forma el ángulo a con dirección positiva 
del eje Ox y que pasa por el punto (Zo; Yp) se representa por 
la ecuación y — Yo =k(1 — Lp) (de = tg a). 

2) Ecuación segmentaria de una recta. La recta que in- 
terseca ol eje Ox en el punto (e; 0) y el eje Oy en el punto 
(0; b) (véase fig. 5.19) se representa por la ecuación 

— +4 E=1 (a 0, 1:40). 

3) La ecuación de la recta que pasa por dos puntos da- 

dos (no coincidentes) M, (7,; y,) y Ma (za; y) tiene la forma 


y=Yy _ t—<Iy1 
Ya —Y1 SN 
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Posición recíproca de tres puntos. La condición necesaria 
y suficiente de pertenencia de tres puntos M, (z,; Y¡). 
M, (La; Ya), My (Lg Yy) a una recta es la igualdada cero 
del determinante de tercer orden: 


E, Y, Á 
Ta Y, 4 == 0), 
ty Ys 1 
Las coordenadas del punto M, que dividen el segmento 


M,M, con los extremos M, (x1; y;), Ma, (2,3 Ya) respecto 
a A se definen por las relaciones 


_ ti Az, _ Yi +bAya 
ETA? MOTA 


Distancia de un punto a una recta, La distancia d del 
punto M, (Xo; Y,) a la recta representada respecto al sistema 
de coordenadas rectangulares por la ecuación Ax + By + 
+ € =0 se calcula mediante la fórmula 

d= (¡Aza + Byo + C| 
V AB 


Posición reciproca de dos rectas en el plano. Dos rectas, 
representadas por sus ecuaciones generales 


Ar+By+C,=0, 4 + Bay + C, :=0, 


se intersecan cuando y sólo cuando se diferencia del cero el 
doterminante de segundo orden, compuesto de dos coeficien- 
tes para las variables zx e y: 


A, B, 
Az B, 


Las coordenadas (Zo; Yo) del punto de intersección de 
dos rectas dadas se definen mediante las fórmulas de Cramer: 


=é (). 


B, e Ci 0 
_1B, C, _ Cs As, 
a 
A, B, Az Ba 
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Para que dos rectas, representadas por las ecuaciones 

generales 
Ayz + By + C, -=0,  Agt + Byy + C, =0, 
sean perpendiculares entre sí, es necesario y suficiente que 
A¡ A, + B,B, =0. 

Para que dos rectas, representadas en forma de ecua- 

ciones con coeficientes angulares k, y ko: 
y =k,i3: +b,, y =k,t + 0,, 
sean perpendiculares entre sí, es necesario y suficiente que 
los coeficientes angulares k, y kz estén relacionados entre 
sí por la igualdad 
kk, — —1. 

3.2. La circunferencia. Se llama circunferencia al con- 
junto de todos Jos puntos del plano que se encuentran a la 
distancia dada de un punto dado, situado en este plano. 


Ag) 
Lo 
0 Ze AX Po 
Fig. 5.20. Fig. 5.21. 


La ecuación de la circunferencia de radio A con centro 
en el origen O del sistema de coordenadas cartesianas rectan- 
gulares Ozxy tiene la forma 


a? + yl = R?, 

La ecuación de la circunferencia de radio R con centro 
en el punto con las coordenadas (a; b) en el sistema de coor- 
denadas cartesianas rectangulares tiene la forma 

(1 — a? + (y — by = BR”. 

La ecuación de la circunferencia de radio R con centro en el punto 

(Por Po) en el sisterna polar de coordenadas tiene la forma (fig. 5.20) 
p* — 2ppo cos (p — Yo) + pó = R?. 


Si el centro de la circunferencia coincide con el polo (fig. 5.21), en- 
tonces la ecuación de la circunferencia de radio R en el sistema polar 
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de coordenadas obtiene la forma 
p = R. 


3.3. La elipse. Se llama elipse al conjunto de puntos del plano, 
para los cuales la suma de las distancias a dos puntos dados del 
plano F, y F, llamados focos es un valor constante positivo. 
Para que el conjunto indicado de los puntos del plano no sea 
un conjunto vacío, es necesario que el valor constante indicado sea 
mayor que la distancia entre los locos. 

Ecuación canónica de la elipse. Sea que en el plano se elige un 
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares Ozy (fig. 5.22) y sea 


Fig. 5.22. 


que los puntos F, y F, con las coordenadas (-c; 0) y (c; 0) son respectiva- 
mente los focos de la elipse. Si M es un punto arbitrario de la elipse, 
entonces, cn vigor de la definición de la elipse, existe la igualdad*), 


FM |+1F,M | 24. 
Los segmentos F,Af y F¿M se Moaman radios focales ¡e la elipse: 
[FM |= VO tb y?, ¡FAM ]= V (0H y?. 


Sustituyendo las expresiones para los radios focales en la igualdad 
(3), después de unas transformaciones no complicadas obtenemos la 
ecuación equivalente a la ecuación (3): 


(a? — e2) r2 + ady? — a? (ad — e?). (4) 


Introduciendo un valor nuevo b= Ya?— e, reducimos la 
ecuación (4) a la forma 


y? 2 
+ F=>1 (5) 
La ecuación (5) se llama ecuación canónica de la elipse. 


puntos de intersección de la elipse con sus ejes de simetría 
(en nuestro caso los ejes de simetría ¿0n los ejes de coordenadas Ox 


*) Aquí es cómodo designar la distancia constante por 2a. 
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y Oy) se aman vértices de la eclipse. En la fig. 5.22 los vértices de la 
elipse son los puntos con las coordenadas (a; 0), (—a; 0), (0, b), (0; —b). 
El segmento OA (10A] = a) se Hama semieje mayor de la elipse y el 
segmento 0B ((OB| = 6), semieje menor de la elipse. El punto OQ 
(en nuestro caso el origen del sistema de coordenadas) se llama centro 
de la elipse. La elipse es una figura simétrica central respecto al 
punto O. 

La relación de la distancia entre los focos de la elipse a la longitud 
de su eje mayor se llama excentricidad de la elipse: 


e=i<i, o e=y 1-(2). (6) 


La excentricidad caracteriza la forma de la elipse: cuanto más 
cerca es la excentricidad a la unidad, tanto menor es la relación b/a 
y tanto más alargada es la elipse; cuanto menor es la excentricidad, 
tanto más cerca a la unidad es la relación b/a y tanto más parecida es 
la elipse a la circunferencia. 

Utilizando la definición de excentricidad de la elipse (6), la 
ecuación (5) y la relación 5? = a3 — ec? ge pueden obtener las expresio- 
nes de los radios focales de la elipse a través de su excentricidad 


FM =a+ezm 1F.M|=a—ezx. 


Directrices de la elipse. Supongamos que la elipse que se representa 
por la ecuación canónica 


art. 


está alargada en dirección del eje Ox, es decir, 1 > b. Dos rectas per- 
pendiculares al eje mayor de la elipse (en nuestro caso al eje O.) y si- 
tuadas a la «distancia ase del contro de la elipse (en nuestro caso del 
punto O) se llaman directrices de la elipse (véase fig. 5,22). Las ccuacio- 
nes de las directrices de la elipse tienen la forma 


a a 
e e 


Puesto que para la elipse e < 1, entonces la directriz de mano derecha 
se sitúa más a la derecha del vértice derecho de la elipse; análoyamente, 
la directriz de mano izquierda se sitúa más a la izquierda de su vértice 
izguierdo. 

Si r es la distancia de un punto arbitrario de la elipse a cierto 
foco, d es la distancia del mismo punto a la directriz que corresponde 
a este foco, entonces la relación r/d es un valor constante, igual a la 
excentricidad de la elipse: 


=fl. 


d 


La ecuación de la recta tangente a la elipse, dada por la ecuación 
canónica que pasa por el punto M, (<0; Yo) y que pertenece a la elipse 
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tiene la forma 


ar) 


3,4. La hipérbola, Se llama hipérbola al conjunto de puntos, para 
los cuales el valor absoluto de la diferencia de las distancias a dos 
puntos dados del plano F, y Fa, llamados focos, es un valor positivo 
constante. 

El conjunto de puntos M que forman la hipérbola, en vigor de la 
definición dada de la hipérbola, satisface a la ecuación*) 


[PM | —] F¿M || =20. 


Los segmentos F,M y F¿M se llaman radios focales «de la hipérbola. 
Ecuación canónica de la hipérbola. Sea que en un plano está eligido 
el sistema de coordenadas cartesianas rectangulures O.ry (fig. 5,23) 


Fig. 5.23, 


y sea que los puntos con las coordenadas (—e; () y (c; 0) son focas de la 
hipérbola. Las coordenadas de cualquier punto M, perteneciente a la 
hipérbola, satisfacen la ecuación 


IVY (0? yi] la. (7) 


Suprimiendo la irracionalidad, la ecuación (7) se puede reducir a la 
forma 


(0. a) q? — aty? —= a? (0? — g?), (8) 


Introduciendo en la examinación un valor nuevo b = Ye? — a? 
(e > a), la ecuación (8) se puede reducir a la forma 
ri y 
La ecuación (9) se llama ecuación canónica de la hipérbola. 


*) Es cómodo designar el valor cunstaote por 2a. 
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Los puntos de intersección de la hipérbola con sus ejes de simetría 
(eu nuestro caso los ejes de simetría son los ejes de coordenadas Ox 
y Oy) se llaman vértices de la hipérbola (en la fig. 5.23 los puntos A, 
y 42 con las coordenadas (—e; 0) y (a; 0) respectivamente). El punto O 
(en nuestro caso el origen de coordenadas) se llama centro de la hipér- 
bola. La hipérbola es tanto una figura central simétrica, como tam- 
bién una figura simétrica respecto a los ejes Ox y Oy. Las ramas de 
una hipérbola que se encuentran en el primer y tercer cuadrante de 
coordenadas (véase fig. 5.23) para jz] —> oo se aproximan a la recta 


y y 2 y. Las ramas de la hipérbola 
A 


- que se encuentran en el segundo y 
cuarto cuadrante de conrdenadas para 
lx] > co se aproximan a la recta 


Yy = —— Z. 
a 


Un rectángulo con los lados 22 
y 2b, situado simétricamente respecto 
a los ejes de la hipérbola, se llama 
rectángulo principal de la hipérbola 
(fig. 5.24). En la literatura matemá- 
tica también se suelen llamar ejes de 
la hiperbola a los segmentos de longi- 
tud 2a y 2b que unen los puntos medios de los lados opuestos del rec- 
tángulo principal. En vigor de esta terminología se dice que la ecuación 


Fig. 5.24. 


SÓ 


define da hipérbola con los semiejes a y b. 
La relación de la distancia entre los fucos de esta hipérbola y la 
distancia entre sus vértices se llama excentricidad de una hipérbola 


Cc 
e=z—>lÍ, 
a 


Y 1+(2) | 


La excentricidad de una hipérbola caracteriza la forma «de su 
rectángulo principal y, por consiguiente, también la forma de la 
misma hipérbola: cuanto menor es la excentricidad de la hipérbola, 
tanto más alargado es su rectángulo principal en dirección del eje 
que une los vértices, 

Una hipérbola se llama equilateral, si los lados del rectángulo 
principal son iguales. 

Utilizando la definición de excentricidad de una hipérbola (10), 
la ecuación de la hipérbola (9) y da relación b? = c? — e?, se pueden 
obtener las expresiones de los radios focales mediante la excentricidad. 
Para los puntos de la rama derecha de la hipérbola |F,M|] = a + ez, 
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JFAM| = a — ez. Para los puntos de la rama izquierda de la hipérbola 
E,M| = —a — ex, 1F2¿M| = a — ez. 

Directrices de una hipérbola. Dos rectas que son perpendiculares 
al eje de la hipérbola que la interseca, y que se encuentran a la distancia 


> del centro de la hipérbola, se llaman directrices de una hipérbola. 


Las ecuaciones de las directrices en el sistema de coordenadas 
rectangulares, respecto al cual la hipérbola se da por la ecuación 
canónica 


si y 
a pol 
tienen la forma zx = —afe, zx = ale. Puesto que para la hipérbola 


e > 1, entonces la directriz de mano derecha se encuentra entre el 
centro y el vértice derecho de la hi- 
pérbnla; análogamente, la directriz. 
de mano izquierda se encuentra entre 
el centro y el vértice izquierdo (vóase 
fig. 5.23). Las directrices de la hipcér- 
bola tienen la propiedad siguiente: 
si r es la distancia «deun punto arbi- 
trario de la hipérbola a cualquier fo- 
co, d, la distancia del mismo punto a 
la directriz, correspondiente a este 
foco, entonces la relación r/d es un 
valor constante, igual u la excentri- Fig. 5.25 

cidad de da hipérbola: r/d = e. AN 

La ecuación de una recta tan- .. 

gente a la hipérbola, dada por la ecuación canónica (9) y que pasa 
por el punto WM, (x.; yy) perteneciente a la hipérbola, ticne la forma 


3.5. La parábola. Se llama parábola al conjunto de los puntos 
de un plano, para los cuales la distancia hasta cierto punto dado F 
que se llama foco es igual a la distancia hasta cierta recta dada llamada 
directriz*). ] 

La distancia p del foco F a la directriz de la parábola se llama 
parámetro de la parábola. , 

El conjunto de los puntos M que forman la parábola, en vigor 
de la definición dada de la parábola, satisface la ecuación 


LFM|=d. 


Ecuación canónica de la parábola. Sea que en el plano está elegido 
un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares Ozy y sea que el 
punto con las coordenadas (p/2; 0) es el foco de la parábola, y la recta, 
dada por la ecuación x == —p/2, es la directriz de la parábola (fig. 5.25). 


*) Al mismo tiempo se supune que el punto Y no pertenece a la 
directriz. 
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Las coordenadas (z; y) de cualquier punto M, perteneciente a la 
parábola, satisfacen la ecuación 


p y? p 
V (oa (11) 
Suprimiendo la irracionalidad, se puede reducir la ecuación (11) 
a la forma 
y? = 2pz. (12) 


La ccuación (12) se llama ecuación canónica de la parábola. 

El eje de simetría de la parábola (en nuestro caso el eje de sime- 
tría es el eje Ox) se llama eje de la parábola. El punto de intersección 
de la parábola con el eje de simetría se llama vértice de la parábola 
(en nuestro caso el vértice de la parábola coincide con el origen de 
coordenadas). 

Observemos que en vigor de la definición de la parábola y de las 
propiedades de las directrices de la elipse e hipérbola se puede suponer 
condicionalmente que la parábola tiene una excentricidad igual a la 
unidad. 

La ecuación de la recta tangente a la parábola, dada por la eccua- 
ción canónica (12) y que pasa por el punto Mo (zo; Ye), pertoneciente 
a la parábola, tiene li forma 


YoY = Pp (z + zo). 


CAPÍTULO 6 


Geometría 


El surgimiento de la geometría se refiere a la antigiedad 
profunda y fué acondicionado por las necesidades prácticas 
de la actividad humana (por la necesidad de medición de 
terrenos, medición de volúmenes de distintos objetos, etc.). 
Los conocimientos y conceptos geométricos simples ya eran 
conocidos en Egipto Antiguo. En este periodo las afirma- 
ciones geométricas se formulaban en furma de reglas sin 
demostraciones. Del siglo VII antes de nuestra era hasta 
el I siglo de nuestra era la geometría se desarrolló acelerada- 
mente en Grecia Antigua. En este periodo no sólo se acumula- 
ron los distintos conocimientos, sino que se elaboró la meto- 
dología de las demostraciones de las afirmaciones geométri- 
cas. También se realizaron los primeros intentos de formular 
los principales conceptos primarios (axiomas) de la geome- 
tría, de los cuales mediante razonamientos puramente lógicos 
se deduce un conjunto de distintas afirmaciones geométricas. 
El nivel de desarrollo de la geometría en la Grecia Antigua 
se refleja en la obra de Euclides los Flementos. En esta obra 
por primera vez fué hecho un intento de dar una construc- 
ción sistemática de la planimetría sobre la base de los 
conceptos geométricos indefinibles fundamentales y de 
axiomas (postulados). Un lugar singular en la historia de las 
matemáticas lo ocupa el quinto postulado de Euclides 
(axioma de las rectas paralelas). Durante mucho tiempo los 
matemáticos trataron sin éxito de deducir el quinto postula- 
do de los demás postulados de Euclides, y sólo a mediados 
del siglo XIX, gracias a las investigaciones de N. I. Loba- 
chevski, B. Riemann y Bolyai, se hizo claro que el quinto 
postulado no puede ser deducido de los demás, y el sistema 
de axiomas, propuesto por Euclides, no es el único posible. 
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Los Elementos de Euclides ejercieron una enorme influencia 
en el desarrollo de las matemáticas. Esta obra durante más 
de dos mil años ha sido no sólo un manual de geometría, 
sino también un punto de partida para muchísimas investi- 
gaciones matemáticas, de resultas de las cuales surgieron 
nuevas partes independientes de las matemáticas. 

La construcción sistemática de la geometría suele rea- 
lizarse según el esquema siguiente: 

1) Sc enumeran los conceptos geométricos fundamenta- 
les, los cuales se introducen sin definiciones, 

2) Se da la formulación de los axiomas de geometría. 

3) Sobre la hase de los axiomas y de los conceptos geo- 
métricos fundamentales se formulan los demás conceptos 
geométricos y leoremas. 

En calidad de conceptos fundamentales (indefinibles) 
de la geometría se suele tomar los objetos de Jos tres tipos 
siguientes: 

1) los puntos que suelen designarse con las letras A, B, 

nn... | 
2) las rectas que suelen designarse con letras a, b, c, ...; 
3) los planos que suelen designarse con letras a, f, y, ... 
se llama figura geométrica a un conjunto cualquiera de pun- 
tos del espacio (plano). Una figura geoméirica se llama 
plana, si todos sus puntos le pertenecen a un plano. 

La intersección de dos (o varias) figuras geométricas es 
una figura compuesta de todos aquellos y sólo aquellos pun- 
tos, los cuales pertenecen a cada una de las figuras dadas. En 
la teoría de los conjuntos dos conjuntos cualesquiera tienen 
una intersección (la cual puede ser también un conjunto 
vacio). En geometría en vez de las palabras «la intersección 
de dos figuras es vacia» se suele decir que las figuras no se 
intersecan. 

La unión de dos (o varias) figuras geométricas es una 
figura, compuesta de todos aquellos y sólo aquellos puntos, 
los cuales pertenecen por lo menos a una de las figuras dadas, 


$ 1. Rayo. Segmento 


1.1. Rayo. Sea a cierta recta, y O cierto punto de la 
recta a. El punto O parte el conjunto de puntos de una recta 
en dos conjuntos: uno que se encuentra más a la izquierda del 
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punto O y otro que se encuentra más a la derecha del mismo 
punto (fig. 6.1). Estus conjuntos se lHaman rayos abiertos, 
que salen del punto O (o con el origen en el punto O). 

El conjunto de todos los puntos de la recta a que se 
encuentran m,s a la derecha (a la izquierda) del punto O, 
incluyendo el punto O, se llama rayo y se designa Oa (indican- 


—_ y 
0 Á 
Fig. 6.1. 


do la recta y el origen del rayo) *). Sobre el rayo Ou se dice 
que pertenece a la recta a. 

Sea O,h, y Ozh, dos rayos. Son posibles los siguientes 
casos de su posición recíproca: 

1) Los rayos Oh, y Oh, están situados en una recta. Se 
llaman codirigidos, $i uno de los rayos se contiene en el 


Fig. 6.2. Fig. 6.3. 


otro (fig. 6.2), es decir, si la intersección de ellos es un rayo 
y se llaman de direcciones opuestas, si ninguno de los rayos 
se contiene en el otro (fig. 0.3), es decir, si la intersección de 
ellos no es un rayo. 

2) O,h, y Ozh, están situados en rectas paralelas. Estas 
dos rectas pertenecen a cierto plano. Tracemos por los pun- 
tos O, y O, una recta que parte el plano en dos semiplanos con 
la frontera 0,0,. St ambos rayos están situados en uno de 


*) Se usan también las designaciones mediante una letra latina 
(cuando se conoce el punto de origen) y la designación OA, donde A 
es un punto arbitrario de un rayo (abierto). 
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estos semiplanos (fig. 0.4), entonces tales rayos se Haman 
codirigidos y se escribe Oh, $f O,hr,. Si los rayos Oh, y 
Oh, están situados cn semiplanos distintos, entonces se 
llama de direcciones opuestas (fig. 6.59) y se escribe 
Oh, HH O,. 

Para los rayos, pertenecientes a las rectas no para- 
lelas, no se introduce el concepto de codirección (o de la 
dirección contraria). 

Propiedades de los rayos codirigidos. 

1) Cualquier rayo está codirigido a sí mismo (veflexi- 
vidad). 

2) Si el rayo Ojh, está codirigido al rayo O,h,, entonces 
también el rayo O,h, está codirigido al rayo O,h, (simetría). 


Fig. 6.4. Fig. 6.5. 


3) Si el rayo O,h, está codirigido al rayo O,h,, y el rayo 
Ozh, está codirigido al rayo Ojh,, entonces el rayo O,h, 
está codirigido al rayo Osh, (transitividad). 

El conjunto de todos los rayos del plano, cada uno de los 
cuales está codirigido con un mismo rayo, se llama dirección 
en el plano. 

El conjunto de todos los rayos de) espacio, cada uno 
de los cuales está codirigido con un mismo rayo, se llama 
dirección en el espacio. 

1.2. Segmento. Sean A y B dos puntos distiutos de la 
recta a. Se llama segmento al conjunto de todos los puntos 
de una recta a, situados entre los puntos A y B, incluyendo 
los puntos A, /B. Los puntos 4 y £ se llaman extremos de 
ua seginento, y todos los demás puntos, puntos interiores 
del seginento. Un segmento con los extremos A, /% se de- 
signa AB. 

La longitud del segmento AB se designa frecuentemente 
AB 1]. Los seginentos se consideran iguales, si sus longitu- 
des sou Iguales. 
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S 2. Ángulos del plano 


2.1. Noción de ángulo. Se llama ángulo a un par de rayos 
distintos Oa y Ob que salen del imismo punto O, y se designa 
con el símbolo Z(a, b). El punto O se llama vértice del 
ángulo, y los rayos Oa y Ob, lados del ángulo. Si A y B son 
dos puntos de los rayos Oa y Ob, entonces Z (a, b) se designa 
también con el símbolo AOB (fig. 6.6). 

Al ángulo Z(a, b) se llama llano, si los rayos Oa y Ob 
que salen del mismo punto están situados en la misma recta 
y no coinciden (es decir, se dirigen en direcciones opuestas). 


Fig. 0.6. Pig. 6.7. 


Junto con la definición de ángulo citada más arriba 
muy a menudo se usa tal definición de ángula: se Jlama 
ángulo a la figura, formada por dos rayos con un origen 
común y limitada por los mismos por una parte del plano. 

Dos ángulos se cunsideran ¿guales, si uno de ellos se puedo 
superponer sobre el otro de tal manera que los lados de los 
ángulos coincidan. O, mejor dicho, dos ángulos se consideren 
iguales, si existe una isometría que traslade un ángulo en 
otro (sobre la isometría del plano véase p. 25.3). 

Se dice que el rayo OC que sale del vértice del ángulo 
ZAOD está situado entre sus lados, si interseca el seginento 
AB (fig. 6.7). Se dice que el punto C se encuentra entre los 
lados del ángulo, si por este punto se puede trazar un rayo 
con el origen en el vértice del ángulo, situado entre los lados 
del ángulo. El conjunto de todos lus puntos del plano, si- 
tuados entre los lados del ángulo, forina una región interior 
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del ángulo (fig. 6.8). La parte restante del plano se llama 
región exterior del. ángulo. 

El ángulo Za, bj) se considera mayor que el ángulo 
Lite, d), si el ángulo Z(c, d) se puede superponer sobre el 


y WA 


Fig. 6.8, Fig. 6.9. 


ángulo Z(a, b) de tal manera, que después de coincidir 
un par de lados, el otro lado del ángulo Z (c, d) estará 
situado entre los lados del án- 
a gulo Z(a, b). En la fig. 6.9 

e ZAOB es mayor que Z.AOC, 
Sea que un rayo c está situa- 
¿ do entre los lados del ángulo 
Lía, b) (fig. 6.10). Los pares 
de los rayos a, c y Cc, bd forman 
dos ángulos. Del ángulo Y (a, b) 
se dice que es la suma de dos 

ángulos Z (a, c) y Zíc, b) y se escribe 


Lía, b) = Lía, e) + Lic, b). 


Se llama bisectriz del ángulo al rayo que tiene el origen 
en el vértice del ángulo, el cual divide este ángulo en dos 
ángulos iguales. 

2.2. Medición de los ángulos en grados. Para la medición 
pur grados de los ángulos como unidad principal de medición 
de los ángulos («patrón de referencia» de un ángulo, con el 
cual se comparan los distintos ángulos) se toma el ángulo 
de un grado (se designa 19). El ángulo de un grado es el que 
es igual a 1/180 parte del ángulo llano. El ángulo igual a 
1/60 parte del ángulo de 1% es el ángulo de un minuto (se 


Fig. 6,10. 
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designa 1'). El ángulo igual a 1/60 parte del ángulo de un 
minuto es el ángulo de un segundo (se designa 1%). 

2.3. Medición de los ángulos en radianes. Junto con la 
medición de los ángulos en grados en geometría y trigono- 
metría se practica también la medición de 
los ángulos vn radianes. Examinemos B A 
una circunferencia de radio R con ccn- 
tro O. Trazemos dos radios OA y Ol de 
tal manera que la longitud del arco 44 sea 
igual al radio de la circunferencia (fig. 6.11). 

El ángulo central obtenido / AOB es un 
ángulo de un radián. El ánguto igual a un 
radián se toma por unidad de medición Fig. 6.11. 
angular en radianes. En la medición 
angular en radianes el ángulo llano es igual a n radianes, 

Las unidades de medición en grados y radianes de los 

ángulos están relacionadas por las igualdades: 


1 radián= E 571745"; 


5 del radián =0,017403 del radián; 
== _—— FETO 0 del radián =0,000291 "del radián; 
1” = 55000770 del rvadián =0,000005 del radián. 


La medida en grados (o en radianes) se llama también 
magnitud del ángulo. La magnitud del ángulo ZAOB 
A 


/ 
a veces se designa AOB, 

2.4. Clasificación de los ángulos. Un ¿ngulo, igual a 
909, o en radianes 1/2, se Hama ángulo recto; frecuentemente 
se designa con la lotra d. Un ángulo, monor de 908, se llama 
agudo; un ángulo mayor de 90%, pero menor de 180%, se llama 
obtuso. 

Dos ángulos que tienen un lado común, cuya suma es 
igual a 180%, se llaman adyacentes, Dos ángulos que tienen 


un lado común, cuya suma es igual a 90%, se llaman comple- 
mentarios. 


17-01477 
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2.5. El ángulo entre direcciones. Sí en el plano están 
elegidas dos direcciones, entonces en cada punto O del plano 
comienza un rayo OA de la primera dirección y un rayo OB 
de la segunda dirección. El ángulo entre los rayos OA y OB 
se llama ángulo entre dos direcciones en el plano. El ángulo 
catre las direcciones no depende de la elección de un punto 
inicial de los rayos. 

Se llama ángulo entre dos direcciones en el espacio al 
ángulo entre dos rayos cualesquiera de estas direcciones que 
tienen un comienzo común, 


$ 3. Paralelismo y perpendicularidad 
en el plano 


3.1. Paralelismo en el plano. Dos reclas distintas « 

y bh que se encuentran en un mismo plano se llaman parale- 
las, si no tienen ningún punto 
/ común. 

Cualquier recta se consi- 
dera paralela a sí misma. Para 
la designación del paralelismo 
de las rectas se usa el símboloj]. 

Las propiedades de las rec- 
tas paralelas son: 

1) Cualquier recta es para- 
lela a sí misma (reflexividad). 

Me 642, 2) Si la recta a es paralela 
a la recta hb, entonces también 
la recta bes paralela a la recta a (simetría). 

3) Si la recta a es paralela a la recta b, y la recta b es 
paralela a la recta c, entonces también la recta a es paralela 
a la recta c (Ltransitividad). 

El conjunto de todas las rectas paralelas en cl plano se 
Mama haz de rectas paralelas. 

De resultas de la intersección de dos rectas por una tercera 
se forman ocho ángulos (fig. 6.42). Los pares de ángulos Z 1, 
L£0% 22,286, 23, Z7;, 14, £8 se Jlaman ángulos co- 
rrespondientes; los pares 13, 25; 4, 6 se llaman ángulos 
alternos internos; los pares 21, 27, 22, £8s8e llaman ángu- 
los alternos externos; dos pares 24, 203 23, £6 so llaman 
ángulos adyacentes, 


$ 3, Paralelismo y perpendicularidad en el plano 259 


Criterios de paralelismo de las rectas: 

1) Si al intersecarse dos rectas a y bh por una tercera 
los ángulos correspondientes son iguales, entonces las rectas 
a y b son paralelas. 

2) Si al intersecarse dos rectas a y b por una tercera los 
ángulos alternos internos (o externos) son iguales, entonces 
las rectas a y b son paralelas. 


Fig, 8.13. Fig. 6,14, 


3) Si al intersecarse dos rectas a y hb por una tercera los 
úngulos adyacentes suman 180”, entonces las rectas a y b 
son parulelas. 

Teoremas sobre los segmentos iguales: 

1) Si desde los puntos O y O, trazamos en la misma 
dirección segmentos iguales OA y O,A;,, entonces los seg- 
mentos 00, y AA, son iguales y paralelos*) (fig. 6.13). 

2) (Teorema de Tales). Si en una recta trazamos varios 
segmentos iguales y a través de sus extremos trazamos rectas 
paralelas que intersecan la segunda recta, entonces ellas 
cortarán en la segunda recta segmentos iguales (fig. 60.14). 

Los segmentos se llaman proporcionales, si sus longitudes 
son proporcionales. 

Teoremas sobre los segmentos proporcionales: 

1) Las rectas paralelas que intersecan los lados del 
ángulo cortan en ellos segmentos proporcionales. 


*) Los segmentos pertenecientes a las rectas paralelas, se llaman 
segmentos paralelos. 


17 
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En la fig. 6.10 las rectas AÁ, y BR, son paralelas. En 
vigor del teorema formulado arriba 


[OAJ1  104| 
OB. i 1OB]' 


2) Si los segmentos OA, y Of3, son proporcionales a los 
segmentos 04 y OB y están situados respectivamente en 


Pig. 6.16, 


los rayos OA, y GA, entonces las reclas AA, y BB, son 
paralelas (véase fig. 6.150). 

3.2. Perpendicularidad en el plano. Dos rectas, en cuya 
intersección se forman ángulos rectos, se Haman perpendicu- 
lares entre sí. La perpendiculiridad mutua de lus rectas se 
anota con el simbolo |: 


a | b, 


$ 4. Paralelismo y perpendicularidad en el espacio 261 


Teoremas sobre las rectas perpendiculares, 

1) Si en un plano se dan un punto y una recta, entonces 
existe una sola recta que contiene el punto dado y es per- 
pendicular a la recta dada. 

2) Si una recta es perpendicular a una de las rectas del 
haz de las rectas paralelas, entonces ela es perpendicular 
a cualquiera otra recta de este haz. 

3.3. Distancia de un punto a una recta. Sea que el pun- 
to A está situado fuera de la recta 4. Construyamos una rec- 
ta p perpendicular a la recta dada a y que pasa por el pun- 
to A (fig. 6.16). Designemos a través de O el punto de inter- 
sección de das rectas a y p. El puuto O se Hama base de la 
perpendicular ¿. 

La distancia del punto A a la recta «e se lama longitud 
del segmento OA. La distancia del punto A a cualquier pun- 
to de la recta e, distinta del punto O, es mayor que la distan- 
cia del punto Au la recta a. 


$ 4. Paralelismo y perpendicularidad 
en el espacio 


4.1. Paralelismo de la recta y el plano. Un plano a y 
una recta 4 que ho pertenece por completo al plano a se 
Mamen paralelos, si no tienen ningún punto común. Ctual- 
quier recta a que pertenece al plano 2 se considera paralela 
al plano a. Eb paraletismo del plano a y la recta a se escribe 
mediante el símbolo ]|: 


alla o a |l e. 


Criterio de paralelismo de una recta y un plano: 

Si una recta es paralela a cualquiera recta sttuada en 
un plano, entonces la recta y el plano dados son paralelos, 

Peoremas sobre el plano y la recta, paralela al plano: 

1) Si un plano contiene una recta paralela a otro plano 
e interseca este plano, entonces Ja linea de intersección de 
los planos es paralela a la recta dada. 

2) Si a través de cada una de dos rectas paralelas esta 
trazado un plano arbitrario y estos planos se intersecan, 
entonces la línea de intersección es paralela a cada una de 
las rectas dadas. 

A.2. Paralelismo de los planos. Dos planos a y f se lla- 
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man paralelos, si no tienen un punto común o coinciden. 
Para la designación del paralelismo de los planos se usa 
el simbolo |): 
a IB. 


Propiedades de planos paralelos: 

1) Cualquier plano es paralelo a sí mismo (reflexividad). 

2) Si el plano a es paralelo al plano f, entonces también 
el plano f es paralelo al plano a (simetría). 

3) Si el plano a es paralelo al plano f, y el plano f es 
paralelo al plano y, entonces el plano « es paralelo al plano 
y (transitividad). 

Criterio de paralelismo de dos planos: 

Si dos rectas que se intersecan de un mismo plano son 
paralelas respectivamente a dos rectas de otro plano, enton- 
ces estos planos son paralelos. 

Teoremas sobre los planos paralelos:” 

1) Si dos planos paralelos es intersecan por un tercero, 
entonces las líneas de intefsección son paralelas. 

2) A través do un punto dado que no pertenece al plano 
gado se puede trazar uno y sólo un plano paralelo al plano 

ado. 

3) Si cada uno de dos planos dados es paralelo al tercero, 
entonces dos planos dados son paralelos entre sí. 

4.3. Perpendicularidad de una recta y un plano. Una 
recta y un plano se llaman mutuamente perpendiculares, si 
la recta es perpendicular a cada recta perteneciento al plano. 

Para la notación de la perpendicularidad de la recta y 
del plano se usa el simbolo _L.: 


ajaoa ja. 


Una recta que es perpendicular al plano se llama per- 
pendicular a este plano. Por cada punto dado del espacio 
se puede trazar una y sólo una recta perpendicular al plano 
dado. 

Criterio de perpendicularidad de una recta y un plano: 

Si una recta es perpendicular a cada una de las dos rectas 
que se intersecan y que se encuentran en el plano, entonces 
esta recta y el plano son perpendiculares entre sí. 

Teoremas sobre la perpendicularidad de la recta y el plano: 

1) Dos perpendiculares al plano distintas son paralelas, 
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2) Si una de las dos rectas paralelas es perpendicular al 
plano, entonces también la otra recta es perpendicular a coste 
plano. 

3) Una recta que es perpendicular a uno de las dos planos 
paralelos es también perpendicular a otro plano. 

4) Dos planos, perpendiculares a una misma recta, son 
paralelos. 

4.4. Distancia de un punto a un plano. Sea que el pun- 

to A, no pertenece al plano a. Tracemos por el punto A, 
una perpendicular al plano. De- 
signemos el punto de intersec- A; 
ción de la perpendicular con el 
plano con la letra A (fig. 6.17). 
El punto A es la base de la per- 
pendicular y la longitud del 
segmento A4A,, la distancia del 
punto A, al plano «. 

La distancia del punto A, al 
plano a. es menor que la distancia Fig. 6,17. 
del punto A, a cualquier punto del 
plano «, distinto del punto A. 

4.5. Perpendicularidad de dos planos. Dos planos se 
llaman perpendiculares entre sí, si el ángulo entre ellos es 
igual a 90% Para designar Ja perpendicularidad amubun 
de dos planos se usa el simbolo _L. 

Criterio de perpendicularidad de los planos: 

Si un plano contiene una perpendicilar a otro plano, 
entonces aquél es perpendicular a éste.  . 

Teorema sobre los planos perpendiculares entre sí: 

Si dos planos son perpendiculares entre sí, entonces la 
recta, perteneciente a uno de los planos y perpendicular a la 
línea de intersección de los planos, es perpendicular al otro 
plano. 

4.6. La oblicua, Una recta que interseca un plano, pero 
que no es perpendicular a él, se llama oblicua al 
plano. 

Teorema sobre las tres perpendiculares: 

Para que una recta que está situada en el plano sea 
perpendicular a una oblicua, cs necesario y suficiente «ue 
esta recta sea perpendicular a la proyección de la oblicua 
sobre este plano. 
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4.7. Rectas eruzadas. Dos rectas se llaman cruzadas, si 
no se jnlerscenn y no son paralelas. Para designar las 
recetas cruzadas a y b se usa da notación a b, 

Criterio de rectas cruzadas: 

Si una de dos rectas se encuentra en cierto plano, y la 
otra interseca este plano en un punto que no pertenece a la 
primera recta, entonces las reclas dadas se cruzan. 

Se MNama perpendicular común de dos rectas cruzadas al 
segmento que satisface las condiciones: 

1) un extremo del segmento pertencce a una recta, y el 
otro, a otra; 

2) la recla que contiene el segmento es perpendicular 
a ambas rectas cruzadas; 

Se Hama distancia entre dos rectas cruzadas a la longitud 
de un segmento de una recta, que cs perpendicular tanto 
a na, como a otra recta, con los extremos en las réctas 
cruzadas, 


$ 5. Proyección sobre un plano 


9.1. Proyección paralela. Sean dados un plano a y una 
recta l que interseca el plana « (fig. 6,18). Tomenios un 
punto arbitrario del espacio 4, y tra- 
comos por él vna recta ?,, paralela a L 
La recta €, intersecará el plano qeu 
cierto punto A. El punto A obtenido 
de tal manera se jlama proyección del 
punto A, sobre el plano a en la pro- 
sección paralela de la recta l. lin bre- 
ve se suele decir que el punto 4 es la 
proyección paralela del punto Aj. 

Se lama proyección paralela de la 
figura espacial (DP, al conjunto Y de 
proyecciones paralelas de todos los 
puntos de la figura dada. 

Las propiedades de la proyección parulela *) son: 
1) La proyección de una recta eos la recta. 
2) Las proyecciones de las rectas paralelas son paralelas. 


Pig. 6,18. 


*% Aquí se supone que la proyección se efectúa paralclamente 
ada rectal, la cual no es paralela a las rectas o a los segmentos a proyec- 
lar. 
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3) La relación de las proyecciones de «dos segmentos 
paralelos es igual a la relación de dos segmentos a proyectar. 

5.2. Proyección ortogonal. La proyección ortogonal es 
un caso particular de la proyección paralcta. 

Sean dados un plano a y mna recta l, perpendicular a q. 
Fomemos un punto arbitrario del espacio A, y tracemos 
por este punto una recta [,, pa- 
ralela a 1 (por consiguiente, per- 
pendicular al plano «). La recta 
lt, interseca el plano «e en cierto 
punto A (fig. 6.19). El punto A 
obtenido se llama proyección or- 
togonal del punto A, sobre el 
plano q. 

El conjunto Y de proyeccio- 
nes ortogonales de todos Jos pun- 
tos de una figura dada VD, se 
llama proyección ortogonal de la 
figura V, sobre cl plano a. Como tun caso particular 
de la proyección paralela, la proyección ortogonal tienc todas 
las propiedades de la proyección paralela. 

La propiedud de la proyección orlogonal de un poligono 
plano es: 

El área de la proyección oriogonal de un polígono plano 
sobre el plano a es igual al área del polígono a proyectar, 
multiplicado por el coseno del ángulo entre el plano del 
polígono y el plano «. 


Fig. 6.19. 


S 6. Ángulos en el espacio 


6.1. Ángulo entre la oblicua y el plano. El ángulo en- 
tre la oblicua y su proyección ortogonal sobre el plano se 
lama ángulo entre la oblicua y el plano. 

El ángulo entre ia oblicua a y el plano a suele designarse 


Z la, a). 
6.2. Ángulo diedro. Sean dados dos plz:wws no paralelos 
y Po, y el plano fi, de fronterá para los semiespacios 


' 

P, 
Q, y Q,. Flijamos un semiespacio de cada par, por ejemplo, 
P2 y Q2 (fig. 6.20) y examinemos su intersección P, (|) Q,.- 
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Se lama ángulo diedro *) a la intersección de dos se- 
miespacios, cuyas fronteras son planas no paralelas. 

Cada ángulo diedro está limitado por dos semiplanos que 
se llaman sus caras. Una recta que es frontera común de dos 
caras del ángulo diedro se llama arista del ángulo diedro. 
Todos los puntos del ángulo diedro que no pertenecen a sus 
caras forman su región interior. 

El ángulo diedro se designa mediante el signo Z y con 
las letras que indican sus caras y sm arista. Además, la letra 


A a) 
PLA 
«q » 
B 
q; 20 
Fig. 6,20. Fig. 6.21. 


que designa el arista se pone entre las letras que designan 
sus caras. Por ejemplo, el ángulo que se muestra en la 
fig. 6.21 se designa Z_aaf. Se usa también la designación 
breve del ángulo diedro por su arista, por ejemplo: Za; 
ZAB (fig. 6.21). 

La intersección del ángulo diedro y un plano perpendicu- 
lar a su arista se llama ángulo lineal del ángulo diedro. 

El ángulo diedro se mide por su ángulo lineal. Cuantos 
grados, minutos y segundos tiene cl ángulo lineal, tantos 
grados, minutos y segundos tiene el ángulo diedro. 

*El ángulo diedro será recto, agudo n obtuso, en función 
de si el ángulo lineal del ángulo diedro es recto, agudo u 
obtuso. 

Dos ángulos diedros son iguales, si son iguales sus ángu- 
los lineales. 

6.3. Angulo entre dos planos. Dos planos que se inter- 
secan definen en el espacio cuatro ángulos diedros. Estos 


*) El ángulo diedro se puede definir también como dos semiplanos 
que tienen una frontera común. 
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ángulos diedros son por pares ignales y la suma de dos ángu- 
los que tienen una cara común es igual a 180%. El menor 
de los dos ángulos se llama ángulo entre estos planos. Si 
dos planos son paralelos, entonces el ángulo entre ellos se 
considera ignal a 0. 

El ángulo entre los planos a, fi se designa Za, BP). 


$ 7. Quebrada. Poligono 


Se llama línea glebrada (o simplemente quebrada) la 
unión de segmentos, en la cual el extremo de cada segmento 
(menos, puede ser, el último) es el comienzo del siguiente, 


As Ag Ay 
A "E 
2 As Ás Pi 
a) ya C) d) 


Fig. 6.22. 


además, Jos segmentos que tienen un extremo común no 
están situados en una misma recta. Los segmentos que com- 
ponen la quebrada se llaman lados de una quebrada, y Jos 
segmentos que tienen un extremo común se llaman ¿ados 
adyacentes de una quebrada. 

Una quebrada se llama cerrada, si el extremo de su último 
lado coincide con el origen del primer lado. 

Una quebrada se llama simple, si cada uno de sus lados 
tiene sólo un punto común con el otro lado y este punto es 
el extremo del lado, 

En la fig. 6.22 se muestran dos tipos de quebradas. Las 
quebradas que se muestran en la fig. a) y b) son simples. 
Sólo tales quebradas examinaremos posterioemente. 

Una quebrada corrada simple parte el plano en dos re- 
giones, interior y exterior, respecto a la quebrada dada. 
La región exterior tiene la propiedad de que en ella se puede 
trazar una recta que pertenece por completo a esta región. 

Se llama polígono a una quebrada cerrada simple junto 
con su región interior. Al mismo tiempo, la misma quebrada 
se Hama frontera del polígono, y su región interior se llama 
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región interior del polígono. Los lados de la frontera del 
poligono se Haman lados del mismo, y los puntos de inter- 
sección de los lados, vértices del polígono. Jl número de 
vérticos de un polígono es igual al número de sus lados. 
Por lo general el polízono se designa enmnerando sus vórti- 


SS 


Fig, 623 Fig. 6.34. 


ces. ln dia fi. 6,23 en el poligono ABCDE AR, BC, CD, 
DE y Aló son dos lados ded poligono, A, 2, CU, D, E, los 
vértices. 

Un poligono se MNama correro, si contiene completamente 
el segmento que une dos de sas puntos cualesquiera, 0, con 
otras palabras, un polígono se llama convero, sí al pro- 
Jongar cualquiera de sus lados Lodo ed polígono se encuentra 
aun lado de esta recta, En la fig. 6.24, a, b están represen- 
lados los poligonos convexos; en la fig. 6.24,c, d, los no 
convexos. En do sucesivo vamos a examinar sólo los polígo- 
nds CONVE xoOs. 

Tracemos del vértice de un pelígono dos rayos que con- 
tienen dos lados adyacentes del poligono convexo (fig. 6,25). 
iSstos dos rayos parten el plano en dos regiones. El poligono 
convexo se encuentra completamente en una de las regiones. 
Esta región se llama ángulo interior (o simple ángulo) del 
polígono. El ángulo adyacente a su ángulo interior se Hama 
ángulo exterior de un poligono convexo. lin la fig. (.2b se 
indica con un rayado uno de los ángulos exteriores del 
hexágono ABCDEF. 

El poligono se denomina por el número de sus angulos. 
Así, por ejemplo, un poligono con tres áugulos e Jima 
triángulo, un poligono con cuatro ángulos se llama ruad: lá- 
tero, etc. 
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La suma de Jos ángulos interiores de un 2-polígono con- 
vexo es igual a 2d (un — 2) (d es el valor del ángulo recto). 


La suma do los ángulos oxteriores de un poligono conve- 
xo, tomados de uno en uno para cada vértico, es igual a 4d. 


AN 


Pig. 6.25. Pig. 0.26. 


La suma de todos Jos lados de un políxono se llama perí- 
metro del polígono. 131 perímetro suele designarse por el 
simbolo P,,, donde el índice r indica el número de lados del 
polígono. 

Se llama diagonal del poligono al segmento que une dos 
vértices no vecinos del mismo. ln la fig. 6.23 AC, AD, BD, 
BE, CEson las diagonales del pentágono ABCDE. +3 nú- 
mero de diagonales de un a-polígono convexo «s igual 
a L n (n — :3). 

2 

Un polígono se llama regular, si todos sus lados son 
iguales y todos los ángulos inleriores también son iguales 
entre si. 


$ 8. Triángulos 


8.1. Principales propiedades. Un polígono con tres án- 
gulos (y con tres lados) se llama triángulo. 

Los principales elementos del triángulo son sus lades y 
sus ángulos. 

Se dice que en el briángulo ALC (fig. 6.27) el lado a 
está situado Írente al ángulo a y, inversa, frente al lado a 
se encuentra el ángulo x, Análogamente, d está situado frente 
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a f, c, frente a y. Un triángulo se define completamente *) 
por cualquier terna siguiente de sus elementos principales: 
o por sus tres lados, o por un lado y dos ángulos, o por dos 
lados y el ángulo entre ellos. 

Para la existencia de un triángulo, representado por 
tres lados a, b, c, es necesario y suficiente el cumplimiento 
de las desigualdades llamadas 
desigualdades del triángulo: 

a + b > C, 
a+cr>!l, 
b+e>a. 

Para la existencia de un 
triángulo, representado por el 
lado a y los ángulos a, P, es ne- 
cesario y suficiente el cumpli- 
Fig. 6.27. miento de la desigualdad 


a + PB < 180”, 


y para la existencia del triángulo, representado por los la- 
dos b, c y el ángulo y entre ellos, es necesario y suficiente 
el cumplimiento de la desigualdad 


y < 180”. 


En calidad de terna de los elementos que definen unívo- 
camente el triángulo, se pueden elegir también otras combi- 
naciones de elementos. Algunas de tales combinaciones se 
dan en el $ 43. 

No cualquiera terna de los elementos principales del 
triángulo representa univocamente el triángulo. Así, por 
ejemplo, dando tres ángulos del triángulo «, $, y (ellos 
no son independientes y se relacionan entre sí por Ja igual- 
dad a + KB + y = 180%) , se puede construir tanto como se 
quiera muchos triángulos desiguales con los mismos ángu- 
Jos a, P, y (estos triángulos son semejantes). 

Relaciones entre los lados y los ángulos del triángulo: 

1) Frente al lado mayor se encuentra el ángulo mayor. 

2) Frente al ángulo mayor se encuentra el lado mayor, 


e) Más exactamente, la representación de estas ternas de ele- 
mentos da un conjunto de triángulos iguales. 
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3) Frente a los lados iguales se encuentran los ángulos 
iguales, y, a la inversa, frente a los ángulos iguales se en- 
cuentran los lados iguales. 

Relación entre los ángulos interiures y exteriores de un 
triángulo: 

La suma de dos ángulos interiores cualesquiera del 
triángulo es igual a su ángulo exterior, adyacente con el ter- 
cer ángulo. 

Los lados y ángulos del triángulo se relacionan entre sí 
mediante proporcianes que se llaman teorema de los senos 
y teorema de los cosenos (véase capítulo 7). 

Un triángulo se llama obtusángulo, rectángulo o acutángu- 
lo, si su ángulo interior mayor es mayor, igual o menor que 
90 respectivamente. 

El área del triángulo S puede ser calculada mediante las 


fórmulas: 


S=V p(p—a) ==» 0 órmula de Goron), 


$ == 3 E absen Y, 


> auc 
SF? 
S == pr 


Aquí a, b, e son los lados del triángulo, h., Ry, he, las 
alturus, p = lu + b4c), es el semiperimetro, HA, el 


radio de la circunferencia circunscrita alrededor del triángu- 
Jo y r, el radio de la circunferencia inscrita en el triángulo. 

8.2. Medianas del triángulo. Se llama mediana de un 
triángulo al segmento que une un vértice de éste con el punto 
medio del lado opuesto (en la fig. 6.28 los segmentos AD, 
BE, CF son medianas del triángulo ABC). Las medianas se 
ivtersecan en un punto situado dentro del triángulo. 

Propiedades principales de las medianas del triángulo: 

1) Las medianas del triángulo se dividen por el punto 
de su intersección en relación 2: 4 (contando desde los 
vértices del triángulo). 
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2) La mediana divide el triángulo eun dos triángulos equi- 
valentes. (Dos triángulos son equivalentes, si sus áreas son 
iguales.) 

La mediana «del triángulo m,, trazada al lado a, se ex- 
presa a través de los lados del triángulo mediante la fórmula 


4 TCM 
m,=->V Ue + 2e2 —a?, 


8.3. Alturas del triángulo. Sea AC cierto triángulo 
arbitrario. Tracermos por el vértice A una perpendicular a la 


A 


| 
coctloo_ 
D “a 


D 


Fig. 6.28. Fig. 6.20. 


recta a que contiene al lado BC (fig. 6.20). Designemos la 
base de la perpendicular con la letra D. Ll seginento do la 
perpendicular AD se llama altura del triángulo A/C, bajada 
del vértice A al lado BC. El lado BC se llama, en este caso, 
base del triángulo ABC. 

En el triángulo obtusángulo AABC (véase fig. 6.29) dos 
alturas (4D y BE) intersecan la prolongación de los lados y 
se encuentran fuera del triángulo; la tercer altura (CF) in- 
terseca el lado del triángulo. En el triángulo acutánguio 
(fig. 6.30) todas las tres alturas están situadas dentro del 
triángulo. En el triángulo rectángulo los caletos son también 
alturas. Tres rectas qne contienen distintas alturas del trián- 
gulo siempre se intersecan en el mismo punto, llamado 
ortocentro del triángulo. En el triángulo obtusángulo el 
ortocentro se encuentra fuera do éste; en el acutángulo, se 
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encuentra dentro; en el triángulo rectángulo el ortocentro 
coincide con el vértice del ángulo recto. La altura del trián- 
gulo bajada al lado del triángulo a, suele designarse h,. 

La altura del triángulo h, se expresa a través de los lados 
mediante la fórmula 


h, =2VP PPD =0 


a 


donde p = > la + db 4c). 


8.4. Bisectrices del triángulo. El segmento de la bisec- 
triz del ángulo interior del triángulo desde su vértice hasta 


A 


E B D C 
Fig. 6.30. Fig. 6.31. 


el punto de intersección con el lado opuesto se llama bisectriz 
del triángulo. 

Tres biseclrices del triángulo (AD, BE, CF en la figu- 
ra 6.31) se intersecan en un mismo punto situado dentro del 
triángulo y es el centro de la circunferencia inscrita en el 
triángulo. 

Propiedades de la bisectriz del ángulo de un triángulo: 

1) La bisectriz divido el lado opuesto en partes propor- 
cionales a los lados adyacentes a ella. Así, por ejemplo, para 
el triángulo ABC que se muestra en lu fig. 6.31 


AE] |AB]I 
EC] |BEI” 

2) La bisectriz del triángulo divide el área de éste en 
una relación que es proporcional a los lados adyacentes: 
Saapz _ 1ABj 
Sance 1BC1' 

1801477 
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8.5. Linea media del triángulo. Se llama línea media de 
un triángulo ar segmento que une los puntos medios de dos 
lados de un triángulo (en la fig. 6.32 DE, DF, FE son las 
líncas medias). 

Propiedades de la línca media del triángulo: 


B 


'2 


Pir. 6.32, 


1) La recta que contiene la línea media de un triángulo 
es paralcla a la recta que contiene el tercer lado del triángu- 
o. - 

2) La línea media de un triángulo es igual a la mitad 
del tercer lado. 

3) La línea media del triángulo corta de éste un triángulo 
semejante. N1 área del triángulo cortado se relaciona al 
área del triángulo”principal en proporción de 1: 4. 

8.6, Triángulo isósceles. 151 triángulo con dos lados igua- 
les se llama ¿sósceles. 

En el triángulo isósceles se suele tomar por base el lado 
que no Cs igual a ninguno de los otros dos lados. 

Propiedades del triángulo isósceles: 

1) En el triángulo isósceles los ángnlos de Ja base del 
triángulo son iguales. 

2) La altura, trazada del vértice, es también bisectriz 
y mediana. - 

8.7. Triángulo equilátero, Se llama triángulo equilátero 
(o regular) el que tiene todos los lados iguales. 

Propiedades del triángulo regular: 

1) En cl triángulo equilátero todos Jos ángulos son 
ignales (cada ángulo es igual a 60%). 

2) Cada una de Jas tres alturas del triángulo equilátero 
es también bisectriz y mediana. 


$ 8, Triéngulos 275 


Además, el triángulo equilátero, como caso particular 
del polígono regular, tiene todas sus propiedades. 

8.8. Triángulo rectángulo. Se Hama triángulo rectán- 
gulo el que tiene un ángulo recto. 

El lado del triángulo rectángulo opuesto al ángulo recto 
se llama hipotenusa, y los otros dos lados se llaman catetos. 


B 


A £ 


Fig. 6.33. Fig. 6.34. 


En la fig. 6.33 está representado un triángulo rectángulo: 


IN 
BAC = 90", BC es la hipotenusa, AB y AC, los catetos. 
El triángulo rectángulo que tiene los caletos iguales se 
Hama triángulo rectángulo ¿sósceles. En el triángulo rectán- 
gulo isósceles los angulos agudos son iguales (cada nno de 
ellos es igual a 40). 
Los lados de cualquier triángulo rectángulo a, b yc 
(c es la hipotenusa) se relacionan entre sí por la proporción 
denominada teorema de Pitágoras: 


et= a+0?, 


el cual se lee del modo siguiente: el cuadrado de la hipotenu- 
sa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos. 
Propiedades del triángulo reciángulo: 
1) El cateto del triángulo rectángulo es la media propor- 
cional entre la hipotenusa y la proyección de este cateto so- 
bre la hipotenusa (fig. 6.34): 


b.:ib=b:c,0a.:a=a:c,0 bd? = be y a? = as. 


2) La altura del triángulo rectángulo, trazada del vér- 
tice del ángulo recto, es la media proporcional entre las 


19* 
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proyecciones de los caletos sobre la hipolenusa: 
b.:h=h:a., oh*t = a,.b.. 


El área del triángulo rectángulo puede ser calculada por 
las fórmulas generales de cálculo del área de un triángulo. 
Además, el área del triángulo rectángulo puede ser calculada 
mediante la fórmula 


A 
S= y ab, 


es decir, el área del triángulo rectángulo es igual a la mitad 
del producto de sus catetos, 


$ 9. Cuadriláteros 


9.1. Paralelogramo. Se llama paralelogramo (vénse fig. 
6.35) al cuadrilátero de lados opuestos por pares paralelos. 
Las propiedades del paralelogramo soh: 


Fig. 6.35. 


1) El punto medio de la diagonal del paralelogramo es su 
centro de simetría. 

2) Los lados opuestos del paralelogramo son iguales. 

3) Los ángulos opuestos del paralclogramo son iguales. 

4) Cada diagonal del paralelogramo lo divide en dos 
triángulos iguales. 

5) Las diagonales del paralelogramo se dividen por el 
punto de intersección por la mitad. 

6) La suma de los cuadrados de las diagonales del para- 
lelogramo (d, y d,) son iguales a la suma de los cuadrados 
de todos sus lados: 


di + di = 2 (a? + b?). 
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Criterios de paralelogramo: 
1) Si en un cuadrilátero los lados opuestos son iguales 
por pares, entonces este cuadrilátero es un paralelogramo. 
2) Si en un cuadrilátero dos lados opuestos son iguales y 
paralelos, entonces este cuadrilátero es un paralelogramo. 
Cada uno de Jos criterios de paralelogramo puede ser 
tomado como definición del paralelogramo. Así, por ejemplo, 
del primer criterio se obtiene la definición 
siguiente del paralelogramo: 
Un cuadrilátero, que tiene los lados 
opuestos iguales por pares, se llama para- 
lelogramo. 
Puesto que el paralelogramo representa 
un cuadrilátero con propiedades especiales, 
entonces tiene todas las propiedades de un 
cuadrilátero arbitrario. Jn particular, la 
suma de los ángulos interiores del parale- 
logramo es igual a 4d (360%). 
Se llama altura del paralelogramo al 
segmento de la perpendicular a los lados del Fig. 6.36. 
paralelogramo, comprendido entre ellos. 
rea del paralelogramo: 
1) El área del paralelogramo es igual al producto de sm 
base por la altura (véase fig. 6.35): 


S = aha. 


2) El área del paralelogramo es igual al producto de los 
lados adyacentes del paralelogramo por el seno del ángulo 
entre ellos (véase fig. 6.35): 


S =ab sen a. 


9,2. Rombo. Se llama rombo (fig. 6.36) al paralelogramo 
que tiene todos sus lados iguales. Puesto que el rombo es 
un caso particular del paralelogramo, entonces tendrá todas 
sus propiedades. Además, el rombo tiene las siguientes 
propiedades especiales: 

1) La recta que contiene la diagonal! del rombo en su eje 
de simetría. 

2) Las diagonales del rombo son perpendiculares entre sí. 

3) Las diagonales del rombo sun bisectrices de sus ángulos 
interiores. 
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Además de las fórmulas generales de cálculo del árca del 
rombo, como es el área del paralelogramo, cl área del rombo 
puede ser calculada mediante la fórmula 


1 
—= y d,d2, 


donde d, y d, son las diagonales «del rombo. 
9.3. Rectángulo. Se llama rectángulo (fig. 6.37) al para- 
lelogramo que tiene todos los ángulos rectos. 


a 


b y 
Fig. 6.37. Fig. 0.38. 


Puesto que el rectángulo es un paralologramo, entonces 
tiené todas sus propiedades. Además, el rectángulo tiene las 
siguientes propiedades especiales: 

1) La perpendicular que pasa por los puntos medios de 
los lados opuestos del rectángulo es su eje de simetria. 

2) El rectángulo tiene dos ejes de simetría. 

3) Las diagonales del rectángulo son iguales. 

El área del rectángulo se calcula por la fórmula 


= ab, 


donde a y bd son los lados adyacentes del rectángulo. 

9.4. Cuadrado. Se llama cuadrado al rectángulo que tiene 
todos sus lados iguales. 

De las definiciones del cuadrado y del rombo se despren- 
de que el cuadrado (fig. 6.38) es un rombo que tiene todos 
sus ángulos rectos. Puesto que el cuadrado es también un 
paralelogramo, asi como rectángulo y rombo, entonces ten- 
drá todas sus propiedades. 

El área del cuadrado se calcula por la fórmula 


S=ae, 


donde a es un lado del cuadrado. 


$ 10. Poligonos semejantes 279 


9.5, Trapecio. Se llama trapecio al cuadrilátero que tiene 
paralelos solamente dos de sus lados. 

Los lados paralelos se llaman bases dol trapecio, y los no 
paralelos, sus lados laterales (en la fig. 6.39 BC y AD son las 
bases, AB y CD, los lados la- 3 
terales). 0 e 

Se llama altura del trapecio 
(en la fig. 6.39 el segmento BQ M N 
es la altura) al segmento de la 
perpendicular a las basos del tra- a D 
pecio, comprendido entre las ba- Q 
ses. El trapecio, cuyos lados la- Fig. 6.39. 
terales son iguales (| AB] = 
=|C€D |), se llama isósceles. En el trapecio isósceles los 
ángulos de la base son iguales por pares: 


Z. BAD = Z ADC, 
zZ ABC = ZBCD. 


El segmento que une los puntos medios de los lados no 
paralelos del trapecio se llama línea media del trapecio. La 
línea media del trapecio es paralela a sus bases y es igual a 
la semisuma de la longitnd de las dos bases: 


¡Mn ZA 


La línea media del trapecio divide la altura del trapecio 
en dos segmentos iguales. 
El área del trapecio se calcula mediante la fórmula 


s=h, 


donde a y 6 son las bases del trapecio y A, la altura. 


$ 10. Polígonos semejantes 


10.1. Criterio de semejanza de los polígonos. Si los la- 
dos de un polígono son proporcionales a los lados de otro 
póligono y los ángulos correspondientes (es decir, los ángulos 
que están situados entre los lados proporcionales) de estos 
polígonos son iguales, entonces tales polígonos son semejantes. 
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En la fig. 6.40 está representado un pentágono ABCDE, 
semejante al pentágono 4,B8,C,D,£,, con el cocficiente de 
semejanza k == 2 

ABI _ 1801 _ 1CD| _ (DE| _ 1AR| _,_o 


o 0. AXÉÑñka aa CORRAN aa, cta. 


TAB, 1 TB,C1i TOD, 1 TD,E,1 TAE, | 
Dos cuadriláteros son semejantes, si tres pares de sus la- 
dos correspondientes son proporcionales y los pares de los 


A E 


Ay E, 


Fig. 6,40. 


ángulos correspondientes, comprendidos entre los lados co- 
rrespondientes, son iguales (fig. 6.41): 


[ABI _ |BC| _ 1€D| LB=ZB,, LO=LC, 


10.2, Criterios de semejanza de los triángulos. 

1) Si tres lados de un triángulo son proporcionales a los 
tres lados de otro triángulo, entonces tales triángulos son 
semejantes (fig. 6.42): 


LAB] _ 1BC] _ 14€] 
LAB 1 1B1,C1+ 1AxCcjyl' 


2) Si dos ángulos de un triángulo son iguales a dos ángu- 
los de otro triángulo, entonces tales triángulos son semejan- 
tes (fig. 6.43): 


ZA = LA, ZB —= LB,. 


3) Si dos lados cualesquiera de un triángulo son propor- 
cionales a dos lados de otro triángulo, y los ángulos entre 
estos lados son iguales, entonces tales triángulos son seme- 
jantes (fig. 6.44): 


Tap Tae ii? 924% 


$ 10, 


Poligonos semejantes 


Fig. 6.44. 


DA 
Al 
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Para la semejanza de los triángulos de tipo especial (rec- 
tangulares, isósceles, equilaterales) es necesario cumplir 
menor caniidad de condiciones que para los triángulos ar- 
bitrarios. Así, a) los triángulos rectangulares son seme- 
jantes, si la hipotenusa y el cateto de un triángulo son pro- 
porcionales a la hipotenusa y al cateto de otro triángulo; 
b) los triángulos rectangulares son semejantes, si el ángulo 
agudo de un triángulo es igual al ángulo agudo de otro. 
Una afirmación análoga es válida también para los cua- 
driláteros (polígonos) de tipo especial. Así, por ejemplo, dos 
n-poligonos regulares cualesquiera siempre son semejantes. 

Propiedades de los poligonos semejantes: 

1) La relación de los perímetros de los polígonos seme- 
jantes es igual a la razón de sus lados correspondientes (razón 
de semejanza). 

2) La relación de las áreas de los poligonos semejantes es 
igual al cuadrado de la razón de semejanza. 


S 11. La circunferencia y el círculo 


*11.1. La circunferencia y el círculo. Se lama circunfo- 
rencia al conjunto de todos los puntos del plano que se en- 
cuentran a una distancia positiva dada de cierto punto dado 
del plano que se llama centro de la circunferencia. 


C 


B 


Vig. 6,45. Fig. 6.46. 


Se llama radio de la circunferencia al segmento que une 
el centro de ésta con cualquier punto de la circunferencia 
(en la fig. 6.45 el segmento OA es el radio). El radio de la 
circunferencia suele designarse con las letras r, R, 

El segmento que une dos puntos de una circunferencia se 
Mama cuerda (en la fig. 6.45 AB es la cuerda). 
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Una cuerda que pasa por el centro de la circunferencia 
se llama diámetro. El diámetro es igual al radio doble de la 
circunferencia. El diámetro suele designarse con das letras 
d, D. 

Propiedades de las cuerdas de una circunferencia: 

1) El diámetro que divide la cuerda por la mitad es per- 
pendicular a esta cuerda, 

2) En la circunferencia las cuerdas iguales se encuentran 
a la misma distancia del centro de la circunferencia y, a la 
inversa, las cuerdas son iguales, sí se encuentran a la misma 
distancia del contro de la circunferencia. 

3) De dos cuerdas no iguales de la circunferencia la que 
más cerca está del centro de la circunferencia es la mayor, y, 
a la inversa, de dos cuerdas no ignales la mayor será aquella 
que está más cerca del centro. 

4) Entre los segmentos de las cuerdas que se intersecan 
AM, MB,CM, y MD (fig. 6.46) existe la relación siguiento: 


¡AM|-|MB|=|CM|-1MD1. 


Se llama círculo al conjunto de todos los puntos del pla- 
no, cuya distancia de cierto punto dado del plano (llamado 
centro del circulo) rio es mayor que la distancia dada. 

El radio, la cuerda y el diámetro de una circunferencia 
son radio, cuerda y diámetro del circulo correspondiente. 

11.2. Tangente y secante. Una recta que tiene con la 
circunferencia sólo un punto común y que pertenece al plano 
de la circunferencia se llama tangente a esta circunferencia. 

Para que la recta sea tangente a la circunferencia, es 
necesario y suficiente que esta recta sea perpendicular al 
diametro de la circunferencia y pase por su extremo. 

Por cualquier punto que se encuentra fuera de la cir- 
cunferencia y que pertenece al plano de la circunferencia se 
pueden trazar dos tangentes distantes (fig. 6.47). 

La recta que tiene con la circunferencia dos puntos co- 
munes se llama secante. En la fig. 6.48 son secantes AD 
y AD,. 

Si a través del punto A que se encuentra fnera del círculo 
trazamos una tangente y una secante (véase fig. 6.48), 
entonces los segmentos de la tangente y de la secante se re- 
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lacionan por las proporciones 
1481? =/|4D]-|4C1 =|4D,]-14C,]. 


11.3. Posición reciproca de dos circunferencias. Sea que 
en un plano se dan dos puntos no coincidentes O, y O.,, 


Be. 
a e 
>> - 1 
> y 
Á «Z B 
a *, D > 
- ” - 
As AS 
a ye - 
> 
So PA C Dj” 
Fig. 6,47. Fig. 6.48. 
la distancia entre los cuales h == | 0,0, | . Construyamos 


dos circunferencias con radios R, y R, y centros en los pun- 
tos O, y O, respectivamente. Para mayor exactitud supon- 
gamos que R,> R,. Para la distancia dada (0,0, | =A 


Fig. 6.49. Fig. 6.50, 


y los radios dados AR, y Fl, pueden ser los siguientes casos 
de una posición recíproca de las cireunferencias: 

1) Si A< R, — R,, entonces las circunferencias no se 
intersecan y el círculo de radio RR, pertenece enteramente al 
circulo de radio R, (fig. 6.49). 

2) Si h = PR, — R,, entonces el círculo de radio R, 
pertenece enteramente al círculo de radio R,, y las circunfe- 
rencias tienen un punto común M (fig. 6.50). Sobre tal posi- 
ción de las circunferencias se dice que son tangentes por den- 
tro en el punto MM. 
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3) Si h>R, + R,, entonces las circunferencius no se 
intersecan, y los circulos no tienen ningún punto común 
(fig. 6.51). 

4) Si h = R, + R,, entonces las circunferencias (y los 
círculos) tienen un punto común M4 (fig. 6.52). Sobre tal 


Fig. 6.51. Fig. 6.52, 


posición de las circunferencias se dice que son tangentes en- 
tre sí por fuera en el punto M. 

5) Si R, — R¿<h<R, + Ra, entonces las circunfe- 
rencias tienen dos puntos comunes. En este caso se dice que 
las circunferencias se intersecan en los puntos M, y M, 
(fig. 6.53). 

El segmento 0,0, se llama línea de los centros de las cir- 
cunferencias. Se llama tangente exterivur de dos circunferen- 
cias dadas a la recta que es tangente a ambas circunferen- 
cias y no interseca las lineas de los centros. En los cinco 
casos enumerados más arriba la tangente exterior a dos cir- 
cunferencias puede ser construida en todos los casos, menos 
en 1). 

Se llama ¿tangente interior de dos circunferencias dadas a 
la recta que es tangente a ambas circunferencias y que in- 
terseca la línea de sus centros. La tangente interior puede 
ser construida en los casos 3) y 4). 

Si las dos circunferencias se intersecan (véase el caso 5) 
fig. 6.53), entonces el segmento M,M, se llama cuerda común 
de dos circunferencias que se intersecan. La cuerda común 
de dos circunferencias que se intersecan es recíprocamente 
perpendicular con la línea de los centros y se divide por el 
punto de intersección en dos segmentos iguales: 


[MK |=|KM, |. 
11.4. Ángulos centrales y arcos de la circunferencia. 


Se llama ángulo central de una circunferencia al ángulo con 
el vértice en el centro de la circunferencia. 
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Dos rayos distintos que salen «del centro de la circunfe- 
rencia definen dos ángulos centrales. l.os puntos de intersec- 
ción de los rayos con la circunferencia (en la fig. 6.54, 


Fig. 6.54, 


los puntos A y B) dividen la circunferencia en dos partes. 
Estas partes se llaman arcos de la circunferencia. Para formar 
uno de los arcos indicados, se escogen en los arcos puntos 
arbitrarios (en la fig. 6.54 son los puntos C y D) y se dice 3$0- 
bre los arcos ACB y ADB. Para designar los arcos se usa el 
simbolo Y. Asi, por ejemplo, los arcos ACB y ADRB se 
designan: 


VACB y VUADR. 


Se lNaman centros de los arcos el centro de la circunferen- 
cia. 

Los arcos de una circunferencia se miden eu grados, mi- 
putos y seginados, Cuantos grados, miuntos y segundos tiene 
el angulo central dado, tantos grados, minutos y segundos 
tiene el arco respectivo. El valor angular del arco AC? 


o 

(VACB) a veces se designa con el símbolo ACP, 

El arco que corresponde al ángulo central de 180% se 
llama semicircunferencia. 

Entre los arcos y los ángulos centrales de tuna circunfe- 
rencia que Jes corresponden existen las relaciones siguientes: 

1) Dos arcos, pertenecientes a las circunferencias de un 
mismo radio, son iguales cuando y sólo cuando sus valores 
angulares son iguales *). 


*) Los valores angulares de dos arcos de las cireunferencias de 
radio distinto pueden ser iguales, pero los arcos, sin embargo, 10 
serán iguales. 
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2) En una misma circunferencia al ángulo central le co- 
rresponde el arco mayor. 

11.5. Arcos y cuerdas de la circunferencia. Sea que en 
la circunferencia está trazada la cuerda A» que no pasa por 
el centro de la circunferencia (fig. 6.55). De la cuerda AB 
se dice que tensa el arco AB (en este caso se supone que de 
dos arcos, en los cuales Jos puntos A y HB parten la circunfe- 
rencia, se clige el arco menor, es decir, el valor angular del 


B 


Fig. 6.55. Fig. 6.56. 


arco AZ está comprendido en el intervalo (0%; 180). Entre 
las cuerdas de la circunferencia y Jos arcos unidos por ellas 
existen las relaciones siguientes: 

1) Los arcos iguales están unidos por cuerdas iguales. 

2) Las cuerdas iguales unen arcos iguales, 

3) El diámetro que es perpendicular a la cuerda divide 
por la mitad el arco que une esta cuerda. 

11.6. Ángulos en la circunferencia. Un ángulo, cuyo vér- 
tice pertenece a la circunferencia, y los lados intersecan Ja 
circunferencia se llama ángulo inscrito en esta circunfe- 
rencia (fig. 6.56). Se dice también que el ángulo BAC descan- 
sa en el arco BDC, El valor del ángulo inscrito es igual a la 
mitad del valor angular del arco, en el cual este ángulo des- 
cansa (o a la mitad del valor del ángulo central que corres- 
ponde al arco dado): 


BAC = 5 BDC. 


sl ángulo formado por dos tangentes a la circunferencia, 
que pasan por el mismo punto, se llama ángulo circunscrito 
(en la fig. 6.57 son tangentes CA y CB). 

El valor del ángulo circunscrito es igual a la semidife- 
rencia de los valores angulares de tos arcos, comprendidos 
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entre sus lados: 
El valor de un ángulo, formado por dos secantes que tie- 


nen un punto común, el cual se encuentra fuera de la circun- 
ferencia, es igual a la semidiferencia de los valores angulares 


Fig. 6.57. Fig. 6.58. 

de los arcos, comprendidos entre sus lados (fig. 6.58): 
AN 4 ur? 
ACA, = 7 (ADA, — BLB,). 


El valor de un ángulo, formado por dos secantes que tie- 
nen un punto común situado en el interior de la circunferen- 
cia, es igual a la semisuma de valores angulares de los arcos, 
comprendidos entre sus lados (fig. 6.59): 


BCB, =-+(BLB,+ADA/). 


11.7. Longitudes y áreas en la circunferencia y en el 
círculo. Se llama longitud de una circunferencia al límite de 
sucesión de los perímetros de los polígonos regulares, inscri- 
tos en la circunferencia dada para un aumento no limitado 
del número de lados. La longitud de la circunferencia L 
se calcula mediante la fórmula 


L = nd, 
donde d es el diámetro de la circunferencia, o por la fórmula 
L = lun, 


donde r es el radio de la circunferencia. 
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La longitud del arco de Ja circunferencia con un valor an- 
gular de a? se calcula por la fórmula 
_ TrG 
=%%0 : 
Se llama áreu de un círculo al límite de sucesión de las 
áreas de los polígonos regulares, inscritos en la circunferen- 


Fig. 6.50. Fig. 6.60. Fig. 6.61. 


cia dada, para un aumento no limitado del número de los 
lados. 

El área del círculo de radio r se calcula mediante la fór- 
mula 

S = gr?, 

Se llama sector a la parte del círculo, limitada por sus 
dos radios (fig. 6.60). 

El área de un sector con un valor angular del arco de « 
se calcula mediante la fórmula 


nuria 
360 * 
Se Mama segmento (fig. 6.61) a la parte del círculo, limi- 
tada por una cuerda y el arco que la une. 
El área de un segmento se calcula como la diferencia del 


área del sector, limitado por los radios OA y OB y el área 
del triángulo A0B (véase fig. 6.61). 


Soect = 


$ 12. Los poligonos y la circunferencia 


12.1. Polígonos inscritos y circunscritos. Un polígono, 
todos los vértices del cual pertenecen a la circunferencia, se 
llama inscrito en esta circunferencia, y la circunferencia se 
llama, circunferencia circunscrita alrodedor del polígono. 


19-01477 
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Un polígono, todos los lados del cual son tangentes a la 
circunferencia, se lama circunscrito alrededor de esta cir- 
cunferencia, y la circunferencia se llama inscrita en este 
poligono. 

Alrededor de cualquier polígono regular se puede cir- 
cunscribir una circunlerencia, y en cualquier polígono regu- 
lar se puede inscribir una circunferencia. 

El centro de una circunferencia inscrita en un poligono 
regular coincide con el centro de la circunferencia circunscri- 
ta alrededor del polígono regular; este punto se Jlama 
centro de un poligono regular. 

El segmento de una perpendicular, bajada del contro de 
un polígono regular a su lado, se llama apotema de este polí- 
gono regular. 

El lado de un n-polígono regular a, se expresa a través 
del radio Fi de la circunferencia circunscrita alrededor de 
él, mediante la fórmula 

[o] 
4, =2HR son == 

151 área de un n-polígono regular es igual a la mitad dol 
producto de su perímetro por el radio de la circunferencia 
inscrita: 


Sp = 7 Pr. 


El área de un n-polígono regular se expresa a través del 
radio do Ja circunferencia circunscrita R mediante la fórmu- 
la 


> kl R?n sen Si 
2 n 


12.2. Triángulos inscritos, El triángulo, todos los vér- 
tices del cual pertenecen a la circunferencia, se llama trián- 
gulo inscrito en esta circunferencia, y la circunferencia se 
llama circunscrita alrededor de este triángulo. Alrededor de 
cualquier triángulo se puede circunscribir solamente una 
circunferencia. El centro de la circunferencia circunscrita 
alrededor de un triángulo es el punto de intersección de las 
perpendiculares medias a los lados de este triángulo: este 
punto se encuentra dentro del triángulo, si el triángulo es 
acutángulo, fuera del triángulo, si es ohtusángulo y en el 
punto medio de da hipotenusa, si el triángulo es rectángulo. 
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El radio de ta circunferencia, circunscrita alrededor de 
un triángulo arbitrario, se calcula mediante las fórmulas 


rR-1. 2 1,2 _1,_: 
2 sena 2 son 2 seny 


R abe abe 


>. vu 2 AZOTÓ 


¿Sh 4 VpR—dlir—D(p—.e 


a, hb, c son los lados del triángulo, p =>3(0 +b+c) es 


el semiperimetro, S,, el área del triángulo. «, f, y son los 
ángulos del triángulo opuestos a los lados a, b, e respectiva- 
mente. 

12.3. Triángulos circunscritos. Un triángulo, todos los 
lados del cual son tangentes a la circunferencia, se llama 
circunscrito alrededor de esta circunferencia, y la circunfe- 
rencia se llama inscrita en este triángulo. 

En cualquier triángulo se puede inscribir una circunfe- 
rencia y sólo una. El centro O de la circunferencia inscrita 
en el triángulo es el punto de intersección de Jas bisectrices 
de los ángulos interiores del triángulo. 

El radio de la circunferencia, inscrita en un triángulo ar- 
bitrario, se calcula según la fórmula 


) 


Sa _./=a (p—b (pc) 
r= > =V _ . 


12.4. Circunferencia inscrita por fuera. Se llama circun- 
ferencia inscrita por fuera a la que es tangente a un lado del 
triángulo y a Ja prolongación de los otros dos. 

Las bisectrices de un par de ángulos exteriores del trián- 
gulo, adyacentes con los ángulos f y y (fig. 6.62) se inter- 
secan en el punto O,. Por este mismo punto pasa la bisectriz 
del ángulo interior «. El punto O, es el centro de la circun- 
ferencia inscrita por fuera, tangente al lado a y a la prolon- 
gación de los lados 6 y c. Análogamente se hallan los puntos 
O, y O; que son los centros de las circunferencias inscritas 
por fuera, tangentes a los lados b y e respectivamente (véase 
fig. (6,62). 

Los radios de las circunferencias inscritas por fuera Fa, Pp, 
r¿, tangentes a los lados a, b, e respectivamente, se calculan 
¡91 
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por las fórmulas 


_ Sa 2S a 
2. pa brea? 
, NN Sa — 2 a 

Vb" "»—b ade—y? 


12.5. Relaciones entre los lados de los triángulos regu- 
lar y rectángulo y los radios de las circunferencias inscrita 


f 
Uy 
Oy 


Fig. 6.62. 


y circunscrita. El lado del triángulo regular a se relaciona 
con el radio de la circunferencia cirennscrita R y el radio de 
la circunferencia inscrita r mediante las proporciones > 


a V3 
E 


R=* 3 nl ro. 


El centro de la circunferencia inscrita en el triángulo 
regular coincide con el centro de la circunferencia, circuns- 
crita alrededor de él y se Hama centro del triángulo regular. 

Circunferencia, circunscrita alrededor de un triángulo 
rectángulo. El centro de la circunferencia, circunscrita al- 
rededor de un triángulo rectángulo, está situado en el punto 
medio de la hipotenusa y, por consiguiente, la hipotenusa del 
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triángulo rectángulo es el diámetro de Ja circunferencia, 
circunscrita alrededor del triángulo rectangular. 

Todos los puntos de la circunferencia con diámetro AB 
(a excepción de los puntos A y B) son vértices de Jos trián- 
gulos rectángulos con hipotenusa AB (fig. 6.63). 

12.6. Cuadriláteros inscritos. Un cuadrilátero, todos 
los vértices del cual pertenecen a la circunferencia, se llama 
inscrito en esta circunferencia, y la circunferencia se llama 


Fig. 6.63. Fig. 6.64. 


circunscrita alrededor de este cuadrilátero. No todo cuadrilá- 
tero tiene Ja propiedad de que alrededor de él se puede cir- 
cunscribir una circunferencia. Para poder circunscribir una 
circunferencia alrededor de un cuadrilátero, es necesario y 
suficiente que la suma de Jos ángulos opuestos de éste sea 
igual a 180". 

En particular, de todos los paralelogramos solamente al- 
rededor de un rectángulo (cuadrado) se puede cireunscribir 
una circunferencia. 

Alrededor de un trapecio se puede cieconscribir una cir- 
cunferencia cuando y sólo cuando este trapecio es isósceles. 

Si el cuadrilátero ABCD se puede inscribiron una cir- 
cunferencia, entonces el producto de las diagonales de este 
cuadrilátero es igual a la suma de los productos de los lados 
opuestos (fig. 6.64): 


¡AC|-18D| — |4B]- [CDI + ¡AD]-18C]. 


12.7. Cuadriláteros circunscritos. Un cuadrilátero, to- 
dos los lados del cual son tangentes a la circunferencia, se 
llama circunscrito alrededor de la circunferencia, y la cir- 
cunferencia se llama inscrita en este cuadrilátero. 

Para poder inscribir en un cuadrilátero la circunferencia, 
es necesario y suficiente que las sumas de los lados opuestos 
de este cuadrilátero sean iguales, 
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De todos los paralelogramos solamente en el romho (en 
particular, en el cuadrado) se puede inscribir una circunfe- 
rencia. El centro de la circunferencia inscrita se encuentra 
en la intersección de diagonales de los cuadriláteros indica- 
dos. 


$ 13, Construcciones geométricas 


Los problemas con construcciones geométricas represen- 
tan una de Jas partes tradicionales de geometría. Las cons- 
trucciones geométricas se efectúan mediante una regla «sim- 
ple» y un compás. Por regla «simple» se comprende un ins- 
trumento, mediante el cua) se puede realizar una sola ac- 
ción, trazar una recta (un rayo, segmento) por dos puntos 
dados. Por compás se entiendo un instrumento, mediante el 
cual se pueden construir circunferencias y trazar en una rec- 
ta un segmento geométricamente dado. En los problemas 
con construcciones citados más abajo las palabras «se da un 
segmento» y «se da un ángulo» significan que se da una repre- 
sentación geométrica de un segmento (respectivamente de un 
ángulo), y no su valor numérico. Para resolver los problemas 
con construcciones, es necesario tener en cuenta también que 
el problema de construir una figura geométrica consiste no 
en trazar prácticamente una figura con un grado conocido 
de precisión, sino en como mediante una regla y un compás 
puede ser realizada teóricamente la construcción requerida 
en la suposición de que nuestros instrumentos dan una pre- 
cisión de construcción absoluta. 

En conclusión formnlemos tres problemas clásicos de 
construcción de figuras, cuya solución fuc objeto de búsqueda 
durante varios siglos, hasta que fue demostrado que estos 
problemas no pueden ser resueltos mediante una regla 
y un compás. 

1) Duplicación del cubo. Si un cubo dado tiene una arista 
igual a la unidad de longitud, entonces su volumen es igual 
a la unidad cúbica. Construir la arista de un cubo, cuyo vo- 
lumen es dos veces mayor. 

2) Trisección del ángulo. Dividir un ángulo arbitrario en 
tres ángulos iguales. 

3) Cuadratura del círculo. Construir un cuadrado (un la- 
do del cuadrado), cuya área es igual al área de un círculo, 
el radio del cual se toma por la unidad de longitud, 
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13.1. Construcción de rectas, paralelas y perpendicula- 
res a una recta dada (a un segmento dado). 

1) Construtr una recta paralela a una recta dada AB que 
pasa por un punto dado C. 

Construimos una circunferencia con centro en el punto 
dado C de tal manera que interseque la rocta dada AB 
mediante la abertura arbitraria del compás (fig. 6.65). 
Mediante la misma abertura del compás desde un punto de 


Fig. 0.65. Fig. 6.66. 


intersección de la recta y la circunferencia (en la fig. 0.65 
el punto 17) trazamos en la recta AR en cualquiera dirección 
el segmento MN. De nuevo, mediante la misma abertura 
del compás cortamos desde el punto Ñ un punto de la cie- 
conferencia D. Trazamos una recta por los puntos € y /. 
La recta-CD, es la recta buscada. 

2) Dividir el segmento dado por la mitad y construir una 
perpendicular al segmento en su punto medio, 

De los extremos de un segmento dado 4/3 como de en 
centro (fig. 6.66), mediante el mismo radio arbitrario (ma- 


1 . . 
yor 5 |AB |), construimos dos arcos que se intersecan. La 


recta que pasa por los puntos de intersección de los arcos € 
y D es la perpendicular buscada. 1l punto O de intersección 
de las rectas AB y CD es el punto medio del segmento AB. 

3) Levantar una perpendicular a la recta dada MN en un 
punto dado A (construcción de un ángulo recto). 

Tomemos un punto arbitrario O, el cual no pertenece a 
la recta dada AIN (fig. 6.67), y construyamos una circunfe- 
rencia con el centro en el punto O de radio OA (A os el pun- 
to dado). “Trazamos por el segundo punto de intersección de 
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la circunferencia construida con la recta 1N (en la fig, 
6.67 por el punto 23), e] diámetro 130. La recta que pasa por 
los puntos € y A, es la perpendicular buscada. El ángulo, 
formado por Jos rayos AC y AB, es recto. 


Fig. 6.67. Fig. 6.68. 


4) Bajar una perpendicular del punto dado C a la recta 
dada MN. 


Del punto dado C como de un centro (fig. 6.68) mediante 
wn radio arbitrario trazamos cl arco DE que interseca la rec- 


M 
Noe 
M 
“a 
N 1Q K 0 
a) ! 
Py. 6.69. 


ta dada MN en Jos puntos D y E. De los puntos D y E 
como de un centro trazamos mediante el mismo radio arbi- 
trario dos arcos [,, Ll, que se intersecan en el punto F. La 
recta que pasa por los puntos € y FF, es la perpendicular bus- 
cada. 

13,2, Construcción de ángulos. 

1) Construir un úngulo, igual al ángulo dado MNK 
(fig. 6.69, a). 

Elcgimos en el plano uu punto arbitrario O y trazamos 
un rayo OA (fig. 6.69, 6). Del vértice N del ángulo dado co- 
mo de un contra circunscribimos un arco PQ de radio arbi- 
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trario. Por la misma abertura del compás circunscribimos 
del centro O un arco P,Q,. Del punto Q, como de un centro 
mediante un radio, igua] a la longitud de la cuerda PQ, 
cortamos el punto P,. Trazando el rayo OP,, obtenemos el 
ángulo P,0Q,, igual al ángulo dado MNK. 

2) Construir los ángulos, iguales a 60* y 30". 

De los extremos 4 y B de un segmento arbitrario AB 
como de centros, mediente un radio igual a | AB |, circuns- 
cribimos dos arcos intersecantes (fig. 6.70). Construimos 


Fig. 6,71. Fig. 6.72. 


unos segmentos CD y AC por los puntos de su intersección 
C y D. El ángulo ACO es igual a 30%, y cl ángulo CAO, 
igual a 60". 

3) Construir un ángulo, igual a 45". 

En los lados del ángulo recto AOB (fig. 6.71) trazamos 
segmentos iguales OA y OB. Por los puntos Á y B trazamos 
la recta AB. El ángulo, formado por los rayos BA y BO, 
es igual a 45. 

4) Dividir el ángulo dado BAC en dos ángulos iguales 
(construir la bisectriz del ángulo). 

Del vértice del ángulo BAC como de un centro trazamos el 
arco DE de una circunferencia de radio arbitrario (fig. 6.72). 
De los puntos D y E de su intersección con los rayos AB 
y ÁC circunsribimos mediante radios iguales arbitrarios 
los arcos ¿, y 1,. Por el puuto de intersección de éstos F 
trazamos cl rayo Af". Los ángulos obtenidos BAF y FAC 
son iguales, y el rayo AF cs la bisectriz del ángulo BAC, 
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13.3. Construcción de segmentos. 

1) Dividir el segmento dado AB por el número dado de 
segmentos iguales. 

Construimos una recta, paralela (pero no coincidente) 
con la recta que contiene el segmento dado AB. Tomamos 
un punto arbitrario A,, perteneciente a la recta construida 
(fig. 6.73). Del punto A, trazamos tantos segmentos iguales 


A $ 
Á sé Di E: la; 


2 Y 
4 € e 
NNIZ/ 
xi ly 


Yo 
Fig. 6.73. Fig. 6.74. 


A¡C,, C1D,, D,£,, ... de longitud arbitraria, en cuantas par- 
tes es necesario dividir el segmento AB. Designamos con la 
letra B, el extremo del último segmento. Trazamos las rec- 
tas AA, y Bb, hasta intersecarse en el punto O. A través de 
los pares de puntos (C,; 0), (D,; 0), (£,; O), ... trazamos los 
rayos que intersecan la recta AB en los puntos €, D, £, ..., 
los cuales dividen el segmento AB en un número necesario 
de segmentos iguales. 

2) Dividir un segmento dado en segmentos, proporcionales 
a los valores dados. 

El problema se resuelve de la misma manera que el ante- 
rior, sólo que del punto A, se trazan segmentos, proporcio- 
nales a los valores dados. 

3) Construir un segmento que sea la media proporcional a 
dos segmentos dados*). 

En una recta arbitraria tracemos Jos segmentos dados de 
tal manera que un extremo de un segmento coincida con el 
origen del otro (en la fig. 6.74) los segmentos AB y BC). 
Dividamos el segmento AC por la mitad y mediante un ra- 


*) El segmento z que satisface a la igualdad u/r = z/b, donde 
a y b, son los seginentos dados, se llama segmento de media proporcional 
a dos segmentos dados. 
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dio, igual a la mitad del segmento AC, construimos una 
circunferencia con centro en el punto medio del segmento AC 
(en la fig. 6.74 el punto O es el punto medio del segmento 
AC). Del punto 2 levantamos una perpendicular al seg- 
mento AC. Designemos el punto de intersección de la. per- 
pendicular y la circunferencia con la letra D. El segmento 
BD es la media proporcional a los segmentos AB y BC: 


|AB| 1BD| 
IBDI|” 1BCI|' 


4) Construir el cuarto segmento proporcional (por los 
segmentos dados, a, b y c construir el segmento x tal, que 
a:b=c:0w). 

En un lado de un ángulo arbitrario a (fig. 6,75) traza- 
mos sucesivamente desde su vértice los segmentos a y c, y en 


lA BI 
Ln 
€ AA 
A Segientos 
Fig. 6.75. Fig. 6.76. 


el otro lado, el segmento b. Por el punto C trazamos una 
recta, paralela a la recta AB. El segmento BD, cortado en 
el lado del ángulo OB, es el buscado. 
5) Construir un segmento, conmensurable con el dado. 
Un segmento AB se llama conmensurable con el segmento 
CD, si la relación de las longitudes de estos segmentos es 
un número racional: 


m e 
== (m, n son números naturales). 


Sea dado cierto segmento AB y se requiere construir un 
segmento conmensurable con el dado. Dividamos el seg- 
mento AB en m partes iguales. Tomemos una de estas partes 
iguales y tracérnosla n veces en el rayo CN (fig. 6.76) de tal 
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manera que el extremo del segmento anlerior (a excepción 
del primero) sea el origen del segmento siguiente. Entonces 
el extremo del último segmento da el punto D, que es el ex- 
tremo del segmento buscado CD. 

6) Ejemplos de construcción de segmentos, inconmensurables 
al segmento dado. 

a) Por el segmento dado de longitud a construir un seg- 


mento de longitud a Y 2. 


20 avó 


Fig. (4,77. Fig. 6.78. Fig. 60.79. 


Construimos un triángulo rectángulo isósceles con catelos 
de longitud « (fig. 6.77). La hipotennsa de tal triangulo 
será el segmento ay 2. 

b) Por un segmento dado a construir el segmento iu Y 5, 

Construimos un triángulo rectángulo con un catelo « 
y una hipolenusa 2a (fig. 6.78). 

El segmento aV 3 será el segundo catelo del triángulo 
rectangular construido. 

c) Por un segmento dado a construir el segmento a Y 5. 

Construimos un triángulo rectangular con los catetos a 
y 2a (fig. 6.79). El segmento ay 3 será la hipotenusa del 
triángulo coustriido, 

7) Ejemplos de construcción de segmentos, representados por 
expresiones algebraicas, Citemos aquí tres ejemplos de cons- 
trucción de segmentos, representados por expresiones al- 
gebraicas (por las palabras «el seginento se da por una ex- 
presión algebraica» se entiende que el segmento huscado se 


representa como una función algchraica de los segmentos 
dados). 
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Para la construcción de segmentos, representados por ex- 
presiones algebraicas, se usan las constriiccionos elementales 
siguientes: 

construcción de un segmento que sea la media proporcio- 
nal a dos segmentos dados; 

construcción del cuarto segmento proporcional; 

construcción de nn segmento, inconmensurable al dado. 

Ejemplo 4. Construir un segmento, representado por la 
expresión 


Y a? +abW-e?, 


donde a, b, y e son los segmentos dados. 
Hagamos la siguiente transformación de la expresión que 
se encuentra bajo el signo del radical: 


Es muy fácil observar que si construiinos 4n segmento 
z tal, que 
xx -=0q (a -+ b), 


es decir, un seginento que es la media proporcional a los 
segmentos a y «a -+ b, entonces el segmento buscado se ob- 
tendrá como la hipotenusa de un triángulo rectangular con 
catetos z y e. De tal manera, la construcción del segmento 
buscado se reduce « la realización de dos construcciones su- 
cesivas, es decir, a la construcción de la media proporcional 
y a la construcción de un triángulo rectangular por dos ca- 
tetos. 

Ejemplo 2. Construir un segmento, representado- por la 
expresión 


V 3a2 + 582, 


donde a y Ll son los segmentos dados. 
Construimos el seginento a/ 3 como un cateto del trián- 
gulo rectangular con la hipotenusa 2a y el cateto a dados. 


Construimos el segmento 9Y5 como la hipotennsa del 
triángulo rectangular con los catetos dados 2b y b. 
I5l segmento buscado se construye como la hipotenusa de 


un triángulo rectangular con los catetos aY 3 y by 5. 
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Ejemplo 3, Construir un segmento x, representado por la 
relación 


4 1 4 
a =p+ bp? 


donde a y b son los segmentos dados. 
Realizando las transformaciones evidentes de la igual- 
dad dada: 
1 1 lt a+b an a+b 


me TT rra e — == 


z a b ab E a ? 


observamos que la construcción del segmento x se reduce a la 
construcción del cuarto segmento proporcional. 

13.4. Construcción de circunferencias y de arcos de cir- 
cunterencias. 

1) Trazar una circunferencia de radio dado por dos puntos 
dados. 

De los puntos dados A y B como de un centro mediante 
el radio r dado circunscribimos dos arcos que se intersecan 


Fig. 6.80. Fig. 6.81. 


E, y £,- El punto de su intersección (Q (fig. 6.80) es el centro 
de la circunferencia buscada ?). 

2) Circunseribir una circunferencia por tres puntos dados 
A, B,C que no están situados en una recta. 

Construimos unos segmentos BC y AC (fig. 6.81), cuyos 
extremos son los puntos dados 4, 2, €. Trazamos unas per- 
pendiculares por los puntos medios de estos segmentos. El 


$) Aquí son posibles tres casos: existen dos circunferencias que 
pasan por los puntos A y 8 (si J AB | < 21); si | AB | = 2r, tal cir- 
cunferencia sólo bay una; para | 4B ] > 2 no existe la circunferencia 
buscada. 
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punto de intersección de estas perpendiculares (en la fig. 
6.81, el punto O) es el centro de la circunferencia buscada, 
El radio de la circunferencia dada es igúal au la distancia del 
punto O a cualquiera de los tres puntos cquidistantes de O. 

3) Por dos puntos dados A y B trazar una circunferencia, 
tangentes a la recta dada a, la cual no pasa por A y B. 

Trazamos una recta por los puntos dados A y B. Son 
posibles dos casos: 

a) la recta AB se interseca con la recta dada a; 

b) la recta 48 es paralela a la recta dada a. 

Examinemos el primer caso. Designemos el punto de in- 
tersección de las rectas AB y a con la letra € (fig. 6.82). 


Fig. 6.82. Fig. 6.83. 


Construimos el segmento zT, que es la media proporcional 
a los segmentos CA y CH. Trazamos el segmento z en la rec- 
ta a del punto C (en la fig. 6.82 x -< CP), El punto F 
es el punto de tangencia de la circunferencia buscada con 
la recta dada. De esta manera, el problema se reduce a la 
construcción de una circunferencia que pasa por tres puntos 
dados A, B y F no situados en una misma recta. El problema 
tiene una segunda solución: se puede construir una segunda 
circunferencia que pasa por los puntos dados A y BB y que 
es tangente a la recta dada a. Para esto es necesario trazar 
en la recta € el segmento z por el otro Jado del punto €. 

Segundo caso. Si las rectas AB y a son paralelas, enton- 
ces trazamos una perpendicular por el punto medio del seg- 
mento AB hasta la intersección con la recta a en el punto € 
(fig. 6.83). El punto C es el punto de tangencia de la circun- 
ferencia huscada y la recta dada «. La circunferencia que 
pasa por los puntos 4, B y C es la buscada. 

4) Hallar el centro del arco dado de una circunferencia, 
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En un arco dado elegimos tres puntos cualesquiera 4, B, 
C y construimos el centro de la circunferencia que pasa por 
los tres puntos dados. 

5) Dividir el arco dado de una circunferencia en dos partes 
iguales. Mediante una cuerda unimos los extremos del arco 
dado. Trazamos una perpendicular por el punto medio de la 
cuerda. El punto de intersección de la perpendicular y el 
arco divide el arco dado en dos arcos iguales. 

6) Hallar un conjunto de puntos del plano, de los cuales 
el segmento dado AB se ve bajo el ángulo dado a. 


Fig. 6.85. 


Un conjunto buscado de puntos representa arcos iguales 
de circunferencias iguales con una cuerda común AB (fig. 
6.84). Los centros y radios de estas circunferencias se hallan 
de la manera siguiente. De los puntos A y B levantamos per- 
pendiculares al segmento AB. Designemos estas perpendicu- 
lares AD y BK respectivamente. Trazamos el ángulo KBL ==: 
= q partiendo del rayo BX de tal manera que el rayo BL 
interseque el rayo AD en cierto punto C. El punto medio 
O del segmento BC es el centro de una de las circunferencias 


buscadas. El radio de esta circunferencia es igual a 5 [BC |. 


La otra circunferencia se construye análogamente, más bajo 
que la recta que pasa por los puntos A, B. 

13.5. Construcción de tangentes a las circunferencias. 

1) Trazar por un punto dado una tangente a la circunferen- 
cia dada. 

Si un punto dado A pertenece a la circunferencia dada 
con centro O (fig. 6.85), entonces la perpendicular a AO, 
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trazada par el extremo Á del segmento AQ, es la Langente bus- 
cada. 

Si el punto A se encuentra fuera del cirenlo (fig. 6.86), 
entonces es necesario dividir el segmento AO por la mitad 
y de su punto medio ¿/3, mediante el radio 08, trazar el arco 
DOC '(D y C son los puntos de intersección del arco y la cir- 
cunferencia duda). Por los pares de los puntos (D; A) y 
(C; A) Lrazamos las rectas, que serán Jas tangentes buscadas. 

2) Trazar a las dos circunferencias dadas una tangente ex- 
terior común. 

El problema no tiene soluciones, si un círculo se encuen- 
bra por completo en el otro y las circunferencias no son tan- 
gentes. Si un círculo se contiene por complelo en el otro y las 


Fig. 6.86. Fig. 6,87. 


circunferencias son tangentes por dentro, entonces el pro- 
blema tiene una sola solución (existe sólo una recta, tangente 
a las dos circunferencias). En todos los demás casos de posi- 
ción mutua de dos circunferencias el problema tiene dos so- 
luciones (es decir, existen dos tangenles exteriores comunes 
diferentes a las circunferencias dadas). 

Examinemos an caso cuando dos cireunferencias son tan- 
gentes por el ivlerior. Trazamos da línea de Jos centros 00, 
de estas circunferencias (fig, (6,87). En el punto de tangencia 
do dos circunferencias (en la fig. 6.87, el punto 4%) construi- 
mos una recla que es perpendicular a la línea de los centros. 
Esta es da tangente buscada. 

Examinemos un caso, cuando el problema tiene dos solu- 
ciones. 

a) Si los radios de las circunferencias dadas son iguales, 
entonces trazamos por los centros de las circunferencias O 


20-01477 
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y O, (fig. 6.85) los diámetros A y 4,8, que son perpendicu- 
lares a la Únea de los centros 00, . 

Las rectas que pasan por los pares de los puntos (A; A,) 
Y (33 £3,) son Jas tangentes buscadas, 

1) Si los radios 1? y 1, de las circunferencias dadas no son 
iguales (1t > 11,), entonces del centro del circulo mayor tra- 
zamos una circunferencia de radio OC = 1 — R, (fig. 6.89). 


Fije, 6,88. Fig. 6.89. 


A la circunferencia construida trazainos las langentes AC 
y AC,, que pasan por el centro del circulo menor A. Por el 
centra de la circunferencia mayor O y por los puntos de tan- 
gencia € y €, trazamos los rayos OC y OC,, los cusules inter- 
secan la circunferencia mayor en 
Jos puntos PD y D,. Traznmos los 
radios A£ y AE,, perpendiculares 
a las reclas AC y AC; respectiva- 
mente. Las reclas que pasan por dos 
pares de los puntos (D; E), (D,; E), 
son las tangenles buscadas. 
3) Trazar a dos circunferencias 
dadas una tangente común interior, 
El problema no tieno solución, 
Pig. 6,90. si los circulos (circunferencias) se 
intersecan. Si las circunferencias 
son tangentes por fuera, el problema tiene una sola solu- 
ción, por el punto de Langencia se traza una perpendicular 
e la línea de Jos centros (fig. 6.90). 
l5n los demás casoz el problema Llieno dos soluciones (es 
docir, existen dos rectas diferentes, cada una de las cuales 
sorítangente tanto a la una, como a la otra circunferencia). 
Las Langentes se construyen de la manera siguiente. Del cen- 
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tro de cualquiera circunferencia (por ejemplo, de una cir- 
cunferencia con centro A (fig. 6.91)) trazamos una circun- 
ferencia de radio igual a la suma de los radios de las cireun- 
ferencias dudas. Del centro BB de la segunda circunferencia 
trazamos las langentes HMC y BC, a la circunferencia construi- 
da. Trazamos los radios A€ y AC, en los puntos de tangen- 
cia. Estos radios intersecan la circunferencia dada con el 


Fig. 6.91. Fig. 6.92. Fig. 6..93 


centro A en los puntos D y D,. Por el centro de la segunda 
circunferencia B trazamos los redios BE y Bf, que son per- 
pendiculares a las rectas BC y BC, respectivamente. Las rec- 
tas que pasan por los pares de los puntos (D; E) y (D,; E) 
son las tangentes buscadas. 

13.6. Construcción de una circunferencia, circunscrita 
alrededor de un polígono, y de un polígono, inscrito en una 
circunferencia, 

1) Circunscribir una circunferencia alrededor de un trián- 
gulo dado. 

Por dos vértices del triángulo A, 3, C se cirennseribe 
una circunferencia. 

2) Circunscribir una circunferencia «lrededor de un rectán- 
gulo dado (0 de un cuadrado). 

Trazamos las diagonales AC y BD (fig. 6,92). Del punto 
O de su intersección como de un centro circunscribimos una 
circunferencia de radio |0A |. La circunferencia construi- 
da es la buscada. 

3) Inscribir un cuadrado €n un círculo dado, 

VTrazamos dos diámetros AB y CD perpendiculares entre 
sí. El cuadrilátero con las vértices A, AB, C.D os el cuadrado 
bnscado (fig. 6.93). 

4) Inscribir en una circunferencia dada un hexágono regu- 
lar y un triángulo regular. 


20* 
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Eligiendo un punto acbitrario (por ejemplo, el punto 4) 
que pertenece a la circunferencia, con la abertura del com- 
pás igual al radio de la circunferencia hacemos en ésta was 
marcas obteniendo sucesivamente Jos puntos A, C,D, E, EF 
(fig. 6.904). Uniendo sucesivamente los puntos indicados, oh- 
tenemos un hexágono regular, inscrito en la circunferencia 


ES, _ AM 
B 


Piv. 6.95, 


dada. Uniendo un punto sí y otro no, obtenemos un trián- 
gulo regular (cqunilátero). inserito en la cirennferencia dada. 

9) Inscribir en la circunferencia dada un octágono regular. 

Trazamos dos diámeotros 4H y CP perpendiculares en- 
tre sí (fig. 6.95). Trazando las bisectrices de cuatro ángulos 
rectos, obtenemos los puntos de intersección de las hisectri- 
ces con la circunferencia (en la fig. 6.05, los puntos £, F, 
M, N). Uniendo sucesivamente Jos ocho puntos obtenidos 
A,E,C,F,B,3M,D, ÑN, obtenemos el octágono buscado, 

13.7. Construcción de una circunferencia, inscrila en un 
polígono, y de un polígono, circunscrito alrededor de una 
circunferencia. 

1) Fnascribir una circunferencia en un triángulo dado. 

Dividimos dos ángulos inleriores cualesquiera de un 
triángulo en dos pares de ángulos iguales (es decir, construi- 
mos dos hisectrices de los ángulos interiores del triángulo). 
Del punto0O de intersección de bisectrices (fig. 6,90) traza- 
mos una perpendicular a cualquier dado del triángulo (en 
la fig. 6,96, hacia el lado AB), la cual interseca el lado en 
el punto D. Mediante el radio | 0D | con centro en el punto 
O circunscribimos la circunferencia buscada. 

2) Inscribir una cireunferencia en un rombo (o en un cua- 
drado). 
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Trazamos las diagonales del rombo (en la fig. 6.97, los 
segmentos 4€ y BD). Por el punto O de su intersección btra- 
zamos una perpendicular a cualquier lado del rombo (en 
la fig. 6.97, al lado BC; £ es el punto de intersección do la 
perpendicular con el lado). La circunferencia con centro O 
y de radío igual a ] OÉ | es la circunferencia buscada. 

3) Circunscribir un cuadrado alrededor de una circunferencia 
dada. 

Trazamos dos diámetros perpendiculares entre sí de la 
circunferencia dada (en la fig. 6,98 AB y CD, los diámetros). 


Ls Y 


Fig. 6.96, Fig. 86.97. Vig. 6.98. 


De sus extremos (de los puntos A, 4, €, D) como de un cen- 
leo cireunseribimos cualro semicircunferencias mediante ra- 
dios iguales al radio de la circunferencia dada, Los puntos 
de intersección de las semicircunferencias son los vértices 
del cuadrado buscado. 

4) Circunscribir alrededor de una circunferencia dada un 
hexágono y un octágono regulares. 

Marcando en la circunferencia seis (ocho) puntos de la 
misma manera, que en los problemas 4), 5) p. 13,6, cons- 
truimos las tangentes a la circunferencia dada en los puntos 
marcados. Los puntos de intersección de las tangentes veci- 
nas darán dos vértices del hexágono regular (del octágono). 

13.8. Construcción de triángulos. 

1) Construir un triángulo por tres lados a, b, e. 

De los extremos del segmento AB = ae como de los con- 
tros circunscribimos dos arcos de circunferencias mediante 
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los radios b y c (fig. 6.99). El punto de su interseccion € 
es el tercer vértice del triángulo buscado ABC. El prohlema 
tiene sojución, si los segmentos a, y y c satisfacen las des- 
igualdades del triángulo. 

2) Construir un triángulo por dos lados a,b y el ángulo 
entre ellos. 

Construimos un ángulo que es igual al ángulo y. Del 
vértice del ángulo trazamos en sus dados los segmentos CA 


” y 
x= Y! 
SN ys 
f, NS A 7 
b € 5 
A m B C p HA 
Fig. 6.99, Fig. 6,100. 


y CB, respectivamente iguales a los segmentos -b, a (fig. 
6,100). Juntamos los puntos A y B. El triángulo. ABC es el 
triángulo buscado. 

3) Construir un triángulo por un lado a y los ángulos ad- 
yacentes a él B y y (P + y < 18053. 

Para cada uno de los extremos del segneulo BC (BC = a) 
trazamos los ángulo $ y y (fig. 6.101). El punto A de inter- 
sección de los rayos BA y CA es el tercer vértice del trián- 
gnlo ABC, 

4) Construir un triángulo por la base «, la altura h, y el 
ángulo del vértice «a. 

Construimos un arco de una circunferencia, del cual el 
segmento AB = a se ve bajo el ángulo dudo a (véase el 
problema 6) p. 13.4). Trazamos una perpendicular arbitra- 
ria al segmento AB y trazamos en él un segmento AN = h,. 
Por el punto N trazamos una recta NE que es paralela a la 
recta que pasa por los puntas A, B. El punto obtenido de 
intersección de la recta N£ con el arco de la circunferencia 
(el punto C en la fig. 6,102) es el vértice del triángulo busca- 
do ABC (el problema tiene dos soluciones). 

5) Construir un triángulo por dos lados a, b y el ángulo 
que es opuesto al lado a. 
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Construimos un arco de la circunferencia, de la cual el 
segmento AR —= a se ve bajo el angulo dado a. Del extremo 
A del segmento 4% como centro mediante un radio igual a 
b trazamos un arco que se interseca con el primer arco. dl 


Fig. 6.101. Fig. 6.162. 


punto de intersección de estos arcos (en la fig. 6.103 son 
los puntos € y C,) será el tercer vértice del triángulo buscado 
ABC (C,). En dependencia de los valoros a, b y a el proble- 
ma tiene una o dos soluciones o nv liene soluciones. 


mk E N 
E - 


Pa) Í 


Fiy. 6.103. Fi. 0105, 


Á 


6) Construir un triángulo por el lado a, el ángulo de la 
base a y la suma de los otros dos lados Ll + e. 

Del extremo A del segmento AR (AR = a) trazamos el 
ángulo a. En el rayo AN trazamos la suma dada de dos la- 
dos del triángulo buscada (en la fig. 6,104 AB, == h + £). 
Del punto medio del segmento BB, levantamos una perpen- 
dicular hasta la intersección con el rayo A%R8,. El punto de 
intersección del rayo y la perpendicular (en la fig. 6,104 
es el pinto C) es el tercer vértice del triángulo buscado ABC. 

7) Construir un triángulo por un lado a, un ángulo de la 
base « y la diferencia de los otros dos lados b— c. 
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Del extremo A del segmento A8 (4/ = a) trazamos un 
ángulo a. Ba el rayo AN trazamos la diferencia dada b— c 
de dos lados del triángulo buscado (en la fig. 6.105, el seg- 
monto AB,, AB =b —c). Del punto medio del segmento 
BB, levantamos una perpendicular hasta la intersección con 
el rayo AN, El punto de intersección del rayo AN y la per- 


Y 
po 
(: 
B; 
Á B 
Fig. 6,105. Fig. (5,106, 


pendicular (en la fig. 6.105, el punto €) es el tercer vértice 
del triángulo buscado ABC. 

8) Construir un triángulo por dos ángulos dados a, f y el 
perímetro P. 

Construimos los ángulos a/2, $2. Construimos el seg- 
mento AB = P. De los extremos A y B trazamos los ángu- 
los a/2 y B/2 de tal manera que los rayos que son los segun- 
dos lados de estos ángulos, pertenezcan a un semiplano res- 
pecto a la recta 44 (fig. 6.106). De los puntos medios de los 
segmentos A£ y BE (£ es el punto de intersección de los la- 
dos de los ángulos) levantamos las perpendiculares hasta 
la intersección con el segmento 4B en los puntos € y D. 
El triángulo CED es el huscado. 

9) Construir un triángulo por la altura R,, mediana m, 
y bisectriz l,, trazadas desde el mismo vértice. 

Construimos un triángulo rectangular ABC con la hipo- 
tenusa AC = m, y el cateto AB = h, (fig. 6.107). Median- 
te un radio que es igual a £,, con centro en el punto A cons- 
truimos un arco que interseca el cateto BC en el punto D. 
Construimos una recta MN que es perpendicular a la recta 
BC y que pasa por el punto €. Designamos el puntode inter- 
sección del rayo AD y de la recta MN con la letra £. Le- 
vantamos una perpendicular al segmento AL en su punto 
medio. El punto de intersección O de la perpendicular dada 
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con la recta MN es el centro de la circunferencia circunseri- 
ta alrededor del triángulo buscado. Mediante un radio quees 
igual a A0, con centro en el punto O trazamos una circun- 
ferencia que interseca la recta BC en los puntos R y S. 
El triángulo con los vértices A, R, S es el buscado. 

10) Construir un triángulo por tres medianas M,, My, M.. 


Pig. 6.107. Fig. 6.108. 


) 
Construimos los segmentos < Ma, E Ma, E 
Construimos un triángulo APO (fig. 6.108) con los lados 


9 2) y) , 
q Mas Fl Mas q Me (véase el problema 1) del mismo punto). En 


1 
el rayo AP del punto P trazamos el segmento PM = Ma. 


Hallamos el punto medio del segmento PO y en el rayo ÁN 
trazamos el segmento NC = AN. Construimos un rayo CM 
y trazamos en él un segmento BM = CM de tal manera que 
el punto M pertenezca al segmento BC. Los puntos A, B y 
C son los vértices del triángulo buscado. 

11) Construcción de triángulos rectangulares, 

La construcción del triángulo rectangular por dos cate- 
tos se efectúa de la misma manera que en el problema 2) del 
presente punto, para el caso $ = 90". 

La construcción de un triángulo rectangular por un cate- 
to y un ángulo agudo « se efectúa de la misma manera que en 
el problema 3), si el ángulo $ lo hacemos igual a 90”, 


Mo. 
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La construcción de un triángulo rectangular por la bi- 
potenusa y el ángulo agudo a se reduce al problema 3) para 
el caso de los ángulos agudos a y PB = 90% — «a. 

12) Construir un paralelogramo por los lados dados a, b y 
el ángulo a entre ellos, 

Construimos el ángulo MAN que es igual al ángulo dado 
a (fig. 6.109). En el rayo AM trazamos un segmento AC = 
= Q, y en el rayo AN trazamos el segmento AB = b. Traza- 
mos del punto $3 como de un centro el arco de radio AC, 


Fig. (6.109, 


y del punto €, el arco de radio AB. Juntamos el punto de 
intersección de estos arcos (en la fig. 6.109, el punto D) 
con los puntos B y C. El cuadrilátero ABDC es el paralelo- 
gramo buscado, 


$ 14. Ángulo poliedro 


Sean dados un polígono plano (Y y cualquier punto S 
que no pertenece al plano del poligono dado (cn la fig. 
6,110 el polígono P es un hexágono A/RBCDETF). Ta mnión de 
todos los rayos que tienen un origen común $S e intersecan 
un polígono dado YD (fig. 6,110) se llama d¿ngulo poliedro*), 

El punto $ se Hama vértice del ángulo poliedro; los ra- 
yos SA, SB. SC, SD, SE, SF que contienen los vértices del 
polígono se llaman sus aristas; los planos que contienen los 
triángulos S4B, SBC, etc., sus caras. 

Según el número de caras se distinguen los ángulos trie- 
dros, tetraedros, pentaedros, etc. El ángulo poliedro se de- 
signa mediante letras, anotando primero el vértice, y des- 
pués sucesivamente un punto en cada una de sus aristas, 


*) A veces también se llama ángulo poliedro al conjunto de todos 
los rayos que tienen un origen común $ e intersecan una quebrada 
cerrada ABCDEF, es decir, a la unión de todas las caras del ángulo 
poliedro. 
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Así, por ejemplo, el ángulo de seis caras reprosentado en la 
fig. 6,110 se denola 


SARCDETF. 


Cada dos caras de un ángulo poliedro que tienen una cara co- 
mún forman un ángulo diedro. 

Se llama región interior del ángulo poliedro al conjunto de 
todos sus puntos (que no pertenecen a las caras, El ángulo po- 
liedro, cuya región interior está situada a un lado del pla- 
no de cada una de sus caras, se llama ángulo poliedro conve- 
zo. Tin caso contrario el ángulo poliedro se llama nro convexo. 

Los ángulos AS, BCS, otc. se llanan úngulos planos 
del ángulo poliedro SABCDEF (véase fig. 6.110). 


Fig. 6.110, Fig. 6.114. 


Las propiedades de los ángulos planos de un ángulo poliedro 
son: | 

1) Cada ángulo plano del ángulo poliedro es menor que 
la suma de los demás ángulos planos suyos. 

2) En un ángulo poliedro convexo la suma de los ángu- 
los planos es menor que 3007, 

Un ángulo poliedro simple es un ángulo Lriedro. El cum- 
plimiento de las desigualdades 


¡By I|<a<B+ y as Be y< 360" 


es una condición necesaria y suficiente para la existencia de 
un ángulo triedro con Jos ángulos planos «, PB, y. 

Teorema de los cosenos para el ángulo triedro, El coseno 
de un ángulo plano del ángulo triedro es igual al producto de 
los cosenos de los otros dos ángulos planos, sumado con el 
producto de los senos de los mismos ángulos y el coseno del 
ángulo diedro definido por estos ángulos planos (fig. 6.111): 


cos A = cos $ cos y -+ sen $ sen y cos e. 
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$ 15. Superficie poliédrica. Poliedro 


Se llama superficie poliédrica al conjunto de un número 
finito de poligonos planos tal, que cada lado de cualquiera 
de los polígonos es al mismo tiempo el lado del olro (pero 
sólo de uno) polígono, que se llama adyacente con el prime- 
ro. 

Desde cualguiera de los polígonos que forman una super- 
ficie poliédrica se puede llegar hasta cualquier otro, movién- 
dose por los polígonos adyacentes. 

Los polígonos que forman una superficie poliédrica se 
aman caras de ésta; los lados de los polígonos se llaman 
aristas, y los vértices, vértices de la superficie poliédrica. 


O 


== A 


Fig. 0.112. 


Fig. 6.113. 


En la (ig. 6.112 están representadas las uniones de los 
poligonos que satisfacen las exigencias indicadas y que son 
superficies poliédricas. En la fig. 6.113 se muestran figuras 
que ho son superficies poliédricas. 

La superficie poliédrica divide el espacio en dos partes, 
la región interior de la superficie poliédrica y la región 
exterior. De Jas dos regiones la exlerior será aquella, en 
la cual existen rectas que pertenecen por completo a la re- 
gión. 

La unión de la superficie poliédrica y su región interior 
se llama poliedro. Al mismo tiempo la superficie poliédrica 


$ 16, Prisma 317 


y su región interior se llaman respectivamonte superficie y 
región interior del poliedro. Las caras, aristas y vértices do 
la superficie del policdro se llaman respeclivamente caras, 
aristas y vértices del poliedro. 

Un poliedro se llama convexo, si todo él está situado a un 


lado del plano de cualquiera de sus caras. 


S 


A B 


Fig. 6.114. Fig. 6.115. 


Se llama diagonal de un poliedro al segmento que une 
dos vértices de éste, no situados en la misma cara. 

El poliedro se suele designar enumerando sus vértices e 
indicando sus propiedades especiales. Por ejemplo, el 
poliedro SABCD representado en la fig. 6.114 es una pirá- 
mide, el poliedro ABCDA,8B,C,¡D, (fig. 6.115), un parale- 
lepipedo. 


S 16. Prisma 


Se llama prisma r-angutar al polígono, dos caras del cual 
son 2-polígonos igunles situados en los planos paralelos, y 
las demás r caras son paralelogramos. 

Se llaman bases del prisma a un par de r-polígonos igua- 
les. Las demás caras del prisma se llaman laterales, y yu 
unión se llama superficie lateral del prisma. En la fig. 6.116 
se muestra un prisma pentagonal, 

Los lados de las caras del prisma se llaman aristas, y 
los extremos de sus aristas, vértices del prisma. Las aristas 
que ho están situadas en la base del prisma se llaman aris- 
tas laterales. 

Un prisma es recto si las aristas son perpendiculares a 
los planos de las bases. En caso contrario el prisma se llama 
inclinado. 
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Se llama altura del prisma al segirento de la perpendicu- 
lar a los planos de las hases del prisma, cuyos extremos per- 
tenecen a estos planos, 

Se Hama prisma regular al prisma reclo, cuyas bases son 
poligonos regulares. 

1 rea de la superficie lateral del prisma. Sea dado un pris- 
ma arbitrario (en la fig. 6.117, el prisma pentagonal). 


Fig. 6.116. Pig. 0317. 


Por el punto 4 que pertenece a una de sus aristas laterales 
trazamos el plano a, que es perpendicular a esta arista (y, 
por consiguiente, perpendicular a todas las demás aristas la- 
terales). Si el plano a interseca todas las aristas laterales del 
prisma, entonces el poligono obtenido (en da fig. 6,117, el 
pentágono ABCDE) se lama sección perpendicular del pris- 
ma (si no existe tal polígono, entonces por sección perpondi- 
cular del prisma se toma el polígono que tiene los véctices 
en los puntos de intersección del plano a cou las prolongu- 
ciones de lus aristas laterales). 

El área de la superficie lateral del prisma se calcula según 
la fórmula 


Siat = P, * 14,47) , 


donde P,, es el perímetro de la sección perpendicular del 
prisma, | AjA2 |, da longitud de la arista lateral. 

El área de la superficie total del prisma es igual a la suma 
de las áreas de Ja superficie laleral del prisma y de sus dos 
bases. 

El volumen del prisma inclinado se calcula por la fórmula. 


V =Sp* J4,Ajzl, 


$ 17. Paralepipedo. Cubo 19 


donde S, es el área de la sección perpendicular del prisma, 
41421, la longitud de la arista lateral, o según la fór- 
mula 


V= Sraso* tl, 


donde Shase es el área de la hase del prisma, / es la altura. 


S 17. Paralelepipedo. Cubo 


Se llama paralelepípedo al prisma cuyas bases son parale- 
logramos. 

Todas las seis caras del paralelepipedo (fig. 6,118) son 
paralelogramos. 

Se llaman diagonales del paralelepipedo a los segmentos 
que unen los vértices de éste, no situados en la misma cara. 


e, D; C; 


Fig. 6.118. Fig. 6.119. 


Propiedades del paralelepipedo: 

1) El punto medio de la diagonal del paralelepipedo es 
gu centro de simetría. 

2) Las caras opuestas del paralelepípedo son iguales dos 
a dos y paralelas. 

3) Todas las cuatro diagonales del paralelepípedo se in- 
Lorsecan en un mismo punto, en el cual se dividen por la 
mitad. 

Se llama paralelepípedo recto al que tiene das aristas la- 
terales perpendiculares al plano de la base del paralelepipe- 
do, (en la fig. 6.119 ABCDA,B,C,D, es un paralelepipedo 
recto). 

Se llama rectangular al paralelepípedo recto, cuya base 
es un rectángulo. Todas las caras del paralelepipedo rertan- 
gular son rectángulos. Las Jongitudes de tres aristas de un 
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paralelepipedo rectangular que salen de un mismo vértice 
se lMdaman dimensiones del paralelepipedo rectangular. 

Propiedades del paralelepípedo rectangular: 

1) El cuadrado de la diagonal del paralelepípedo rectan- 
gular es igual a la suma de los cuadrados de sus tres dimen- 
sionos: 

di —= a Y BA e?, 


2) Todas las diagonales del paralelepípedo rectangular 
son iguales. 

Puesto que el paralelepípedo es un caso particular del 
prisma, el área de la superficie y el volumen del paralele- 
pipedo se calculan mediante las fórmulas del área de la su- 
perficie y del volumen del prisma. Además, el volumen del 
paralelepípedo rectangular se puede calcular según la fórmu- 
la 


Y = abc, 


donde a, b, € son las tres dimensiones del paralelepipedo 
rectangular. 

Cubo. Se llama cubo al paraltelepipedo rectangular que 
tiene dimensiones iguales. Todas las caras del cubo son cua- 
drados iguales, 

1 volumen del cubo se calcula por la fórmula 


Y —=af, 


donde « es la dimensión del cubo. 


$ 18. Pirámide. Pirámide truncada 


Se llama pirámide ad poliedro una de cuyas caras €s un 
poligono cualquiera y las demás son triángulos que tienen 
un vértice común. 

El polígono se llama base de la pirámide, y las demás ca- 
ras (triángulos) se lhanan caras laterales de la pirámide. 

Hxisten pirámides triangulares, cuadrangulares, pen- 
tagonales, etc., según el tipo de poligono que se encuentra 
en lá base. La pirámide triangular se lama también tetrae- 
dro. En la fig. 6.120 se muestra una pirámide cuadrangular 
SABCD, cuya base es ABCD y las caras laterales son SAB, 
SBC, SCD, SAD. 
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Los lados de las caras de la pirámide se llaman aristas. 
Las aristas que pertenecen a la base de la pirámide se llaman 
aristas de la base, y todas las demás aristas se llaman latera- 
les. El vértice común de todos los triángulos (caras laterales) 
se llama vértice de la pirámide (en la fig. 6.120 el punto $ 
es el vértice de la pirámide, los segmentos SA, SB, SC, 
SD son las aristas laterales y los segmentos AB, BC, CD, 
AD, las aristas de la base). 

Se llama altura de una pirámide al segmento de la per- 
pendicular, trezada del vértice de la pirámide S al plano «dle 


Fig. 6.120. Fig. 6.121, 


la base (los extremos de este segmento son el vértice de la 
pirámide y la base de la perpendicular). En la fig. 6.120 
SO es la altura de la pirámide. 

Pirámide regular. Una pirámide es regular, si la base es 
un poligono regular, y la proyección ortogonal «del vértice 
sobre el plano de la base coincide con el centro del polí- 
gono, situado en la base de la pirámide. 

Todas las aristas laterales de la pirámide regular son 
iguales entre si; todas las caras laterales, son triángulos 
isósceles iguales. 

La altura de cualquiera de las caras laterales de la pirá- 
mide regular, trazada desde su vértice, se llama apotema 
de esta pirámide. En la fig. 6.121 SN es la apotema. 
Todas las apotemas de una pirámide regular son iguales 
entre sí, 

El área de la superficie lateral de una pirámide es igual 
a la suma de las áress de los triángulos de las caras latera- 
les, y el área de la superficie total es igual a la suma del área 
de la superficie Jateral y del área de la base. 


2101477 
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El área de la superficie lateral de una pirámide regular 
se calcula mediante la fórmula 


Ap 
S=>3 Ph, 


donde P es el perímetro de la base de la pirámide, h es la 
apotema. 
El rolumen de una pirámide se calcula por la fórmula 


1 
V=>3 SH, 


donde $ es el ároa de la base de la pirámide y PH, su altura. 
Pirámide truncada. Tomemos una pirámide arbitraria. 
Por un punto perteneciente a cualquier arista lateral y que 
no coincide con sus extremos traza- 
S mos un plano, paralelo al plano de 
la base (fig. 6,122). El plano tra- 
zado cortará la pirámide en dos 
partos; en la pirámide SA,B,C,D, 
ten la fig. 6.122 la que está situada 
más arriba del plano de la sección) 
y en la pirámide truntada (en la 
fig. 6.122 la pirámide truncada está 
situada más abajo del plano de la 
sección). 

Se llama poliedro truncado al 

Fig. 6.122. que tieno por vértices los vértices 
de la base de la pirámide y los 
vértices de da base de la pirámide cortada. 

Las bases de la pirámide truncada son poligonos homoté- 
ticos (en la fig. 6.122 Jos cuadriláteros ABCD y A,B,C,D, 
son bases de la pirámide truncada). El centro de homotecia 
es el vértice de la pirámide. Se llama altura de la pirámide 
truncada a la perpendicular al plano de las bases que tiene 
los extremos en Jos planos de las bases de la pirámide. Las 
caras laterales de una pirámide truncada son trapecios. 

Una pirámide truncada se llama regular, sí es una parte 
de la pirámide regular. las caras laterales de una pirámide 
truncada regular son trapecios isósceles iguales. La altura 
de cada una de estos trapecios se llama apotema de la pirá- 
mide truncada regular. 
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El área de la superficie lateral de una pirámide truucada 
regular se calcula por la fórmula 


=> (P+p)h, 


donde 2 y p son los perímetros de las bases de la pirámide, 
h es la apotema. 

El área de la superficie total de una pirámide truncada es 
igual a la suma de las áreas de las bases y del área de la su- 
perficie laleral de la pirámide. 

El volumen de una pirámide truncada se calcula por la fór- 
mula 


V=>3H(S,+V8,5,+8,), 


donde /f es la altura de la pirámide truncada, S, y S, son 
las áreas de las bases. 


$ 19. Poliedros regulares 


Un poliedro se llama regular, si todas sus caras son polí- 
gonos regulares, y todos sus ángulos poliedros tienen el mis- 
mo número de caras. 

Todas las aristas de un poliedro regular sou segmentos 
iguales, todos los ángulos planos de un poliedro regular tam- 
bién son iguales. 

Ixisten cinco tipos distintos de poliedros regulares (con- 
vexos): el cubo, tetraedro regular, octaedro regular, dode- 
caedro regular, icosaedro regular. En la fig. 6.123—6.127 
se muestran los poliedros regulares enumerados, así como las 
desarrollantes de sus superficies, 

En lo posterior vamos a usar las denotaciones siguientes: 
V es el volumen; $ es el área de la superficie; /? es el radio 
de la esfera circunscrita; r es el radio de la esfera inscrita; H 
es la altura (para aquellos poliedros, para los cuales este 
concepto tiene sentido); con a denotamos cada una de las 
aristas iguales. 

El cubo. Todas las seis caras son cuadrados iguales. El 
cubo tiene ocho vértices y doce aristas. 


V=a?, 
S =6e?, 


219 
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o Yy3 
2 , 
a 

P==37+ 


El tetraedro. Todas las cuatro caras son triángulos 
equiláteros iguales. El tetraedro tiene cuatro vértices y seis 


TAN 


Fig. 6,123, Fig. 6.124. 


Fig. 6,125, Fig. 6.126. 
Fig. 0.127, 
aristas. 
» 0? y 
Vr —, 
. q? V 3, 3 
a vi 
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El octaedro. Todas las ocho caras son triángulos cquilá- 
teros iguales. El oclacdro tiene seis vértices y doce aristas. 


3 
yoa2Y?, 
S.—2a7Y 3, 

13 
R=22, 
pon ye 


El dodecaedro. "Todas las doce caras son pentágonos regu- 
lares iguales. Un dodecaedro tiene veinte vérlices y trein- 
ta aristas. 


3(1547 Y 5) 
Vo 


S--3eV 5(541-2V5), 
R = dl Y3 (1+ y 5) 
mr AN y] 
aV 10 (205+41 y 5) 
E CS 


El icosaedro. Vodas las veínte caras son triángulos equilá- 
teros iguales. El icosacdro tiene doce vérticos y treinta aris- 
tas. 


r= 


sa (34 15) 
v 312 ? 


S-=5a2 Y 3, 
pr V 26415 
A AS, 


r 12 : 
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El número de aristas, el número de vértices y el número 
de caras de los poiiedros regulares se relacionan entre si 
por la fórmula de Fuler?) 


N=L+PF=2Q, 


donde N es el número de vértices, F es el número do las ca- 
ras y £L, el número de aristas. 


S 20. Figuras de rotación 


Supongamos que en el espacio se da una recta / y se elige 
cierto punto arbitrario M4 que no pertenece a la recta ¿. 
Construimos un plano a perpendicular a la recta l y que con- 
tiene el punto M (fig. 6.128). El pleno a interseca la recta / 


Fig. 6.128. Fig. 6.129. 


en cierto punto O. Examinemos una circunferencia de radio 
OM con centro en el punto O, perteneciente al plano a. De 
tal circunferencia se dice que «e obtiene por rotación del 
punto AM alrededor del eje ¿. 

Examinemos ahora en el espacio la recta 1 y cierta figura 
F, perteneciente al plano que pasa por la recta dada l 
(fig. 6.129). A cada punto de la figura /", no perteneciente a 
la recta 1, le asignamos una circunferencia que se obtiene 


*) La fórmula de Euler es válida no sólo para los poliedros regu- 
lares, sino también en general para todos los poliedros convexas (por 
ejemplo, para ej prisma, la pirámide, etc.), 
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como resultado «de la rotación del punto dado alrededor do 
la recta l. 

La unión de todas tales circunferencias y puntos de la 
figura F, pertenecientes a la recta l, so llama figura de ro- 
lación, obtenida como resultado de la rotación de la figura 
F' alrededor de Ja recta l, la cual so llama eje de rotación. 

Se llama sección de una figura de rotación al corte no va- 
cio de esta figura y el plano. 

La sección de una figura de rotación se ltama socción 
axial, si representa un corte de Ja figura de rotación por el 
plano que pasa por el eje de rotación de esta figura. 


Fig. 6.130. Fig. 6.131. 


Examinemos en un plano de coordenadas O.cy un Lrapecio 
curvilíneo, limitado por una gráfica de una función conti- 
nua y = f (2), 0) eje Ox y las rectas 2 <= 4 y a -- db (fig. 6.130). 
Girando el trapecio curvilíneo alrededor del eje Ox, oblene- 
mos una figura de rotación (fig. 6.131) cuyo volumen se cal- 
cula por la fórmula 


b 
V=n | 43 (2) dz. 


$ 21. Cilindro 


Se llama cilindro circular recto (o simplemente cilindro) 
a la figura engendrada por un rectángulo que gira alrededor 
del eje que pasa por uno de sus lados. 

Se llama superficie cilíndrica (fig. 0.132) a la engendrada 
por rotación alrededor del mismo eje de una quebrada, com- 
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puesta por lados de un rectángulo que no están situados en 
el eje de rotación. 

Se llaman bases del cilindro a Jos círculos obtenidos por 
rotación de los lados, adyacentes al lado que pertenece al eje 
de rotación (cn la fig. 6.132 las bases del cilindro se obtienen 
como resnltado de la rotación de los lados del rectángulo 


Fig. 6.132. Fig. 6.133. 


AB y DC abrededor del eje BC). El radio de estos dos círcu- 
los iguales se llama radio de la base del citiamdro. En la fig. 
6.132 el segmento AB es el radio de la base. 

Se llama superficie lateral de un cilindro a la figura, ge- 
nerada por rotación de un lado del rectángulo que no es 
adyacente al lado perteneciente al eje de rotación. En la fig. 
6.132 Ja superficie lateral del cilindro se obtiene por rota- 
ción del lado AD alrededor del eje BC. 131 segmento AD se 
llama generatriz del cilindro. 

Se llama altura de un cilindro a la perpendicular a los 
planos de las bases del cilindro, cuyos extremos coinciden 
con los centros de Jas bases do este cilindro. ln la fig. 6.132 
el segmento 13C es la altura del cilindro. 

La desarrollante de un cilindro representa un rectángulo, 
un Jado del cual es igual a la longitud de la circunferencia 
de la base del cilindro, y el otro a la altura del cilindro, y 
dos circulos con radios, son iguales al radio del cilindro (fig. 
6.133). 

El volumen del cilindro se calcula por la fórmula 


V = aRH, 


$ 21. Cilindro 329 


donde R es el radio de la base del cilindro, Ff es la altura 
del cilindro, 

Por área de la superficie lateral de un cilindro se toma el 
límite de la relación entre el incremento del volumen de un 
cilindro y el incremento del radio de la base del cilindro, 
cuando el incremento del radio tiende a cero: 


AV 
lat. cil AR=0 AR 
El área de la superficie lateral y total de un cilindro se cal- 
cula mediante das fórmulas 


Si. = 20R5H, 
Son. = 2nRH + 2aR?, 


donde R es el radio de la base del cilindro y HA es la altura 
del cilindro. 

Las fórmulas para calcular el volumen y el área de la 
superficie lateral de un cilindro pueden ser obtenidas tam- 
bién sin utilizar los conceptos de la integral definida y de 
la derivada. Tomemos un cilindro circular recto e inscriba- 
mos en las bases del cilindro dos n-polígonos regulares de 
tal manera, que para la proyección ortogonal sobre el plano 
de la base inferior del cilindro la proyección del n-poligono 
superior coincida con el r-polígono inferior. Construyamos 
un prisma, cuyas bases son r-poligonos, que se encuentran en 
las bases del cilindro (de tal prisma se dice que está inscrito 
en el cilindro). 

Por volumen del cilindro se toma el fímite de una suce- 
sión de volúmenes de los prismas regulares, inscritos en el 
cilindro, para el incremento infinito del número de lados 
de los poligonos regulares situados en la base del prisma. 
El área de un n-polígono regular s, se expresa por el radio 
de la circunferencia circunscrita R, según la fórmula 


El volumen de un prisma regular V,, en las bases del cual 
se encuentran unos ra-poligonos regulares, es igual 


n 21 
Y, =R9.H-— sen ——= 


(aquí A es la altura del prisma). 
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El volumen del cilindro es; 
V ey = lim V, = 5. RH. 


rl -» 00 


Por área de la superficie lateral de un cilindro se toma el 
límite de la sucesión de las áreas de las superficies laterales 
de los prismas regulares, inscritos en el cilindro, para un 
aumento infinito del númiero de los lados de los polígonos 
regulares, situados en la base de los prismas. 

El área de la superficie lateral de un prisma de altura 
HT, en cuya base se encuentra un n-polígono regular es: 


S.=2RH n.sen—-, 
lím S, =2 RH =8Sjat. crt.- 


N-+00 


$ 22. Cono. Cono truncado 


Se llama cono circular recto (o simplemente cono) a la 
figura engendrada por rotación de un triángulo rectangular 
alrededor de un eje que contiene su cateto. 

Se llama superficie de un cono a la figura engendrada por 
rotación alrededor del mismo eje de una quebrada, compuesta 
por una hipotenusa y un cateto que no pertenece a] eje de 
rotación. La figura, obtenida por rotación de la hipotenu- 
sa, se llama superficie lateral del cono, y la figura (el círcu- 
lo), obtenida por rotación de un cateto, se llama base del 
cono (fig. 6.134). El radio de este círculo se llama radio de 
la base del cilindro (en la fig. 6.134, el segmento 04). 

Se llama altura del cono al cateto del triángulo, perte- 
neciente al eje (en la fig. 6.134, el segmento SO es la altura 
del cono). La hipotenusa de un triángulo rectangular se lia- 
ma generatriz del cono (en la fig. 6,134, segmento AS es la 
generatriz del cono). 

La desarrollante de la superficie lateral de un cono es un 
sector circular, y la desarrolante total de la superficie del co- 
no representa un sector circular y un círculo (fig. 6.135), 

El volumen del cono se calcula mediante la fórmula 


, 1 
| con — EN nR*H 9 
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donde R es el radio de la base del cono y 1f, la altura del co- 
no. 

Por área de la superficie lateral del cono se toma el lí- 
mite de la relación entre el incremento del volumen del co- 
no y el incremento de la normal mayor de la generatriz del 


| 
S 


| 


Fig. 6.134. Fig. 6.135. 


cono, cuando el incremento de esta normal tiende a cero: 


AV 
S =lm — 
lat. con. Ap=0 Ap 


(La longitnd del mayor de los segmentos, perpendiculares a 
la generatriz del cono, que tiene los extremos en la genera- 
triz y en el eje del cono, se llama normal mayor de la genera- 
triz de un cono). 

El área de la superficie lateral de un cono se calcula por 
la fórmula 


Stat = nAL, 


donde R es el radio de la base del cono y £, la generatriz 
del cono (£L = | AS Jen la fig. 6.134). 

Las fórmulas para calcular el volumen y el área de la 
superficie lateral de un cono pueden ser deducidas también 
sin: aplicar Jos conceptos de la integral definida y de la de- 
rivada. Inscribamos en la base del cono un r-polígono y cons- 
truyamos una pirámide regular, cuya hase es un n-polígo- 
no regular, y el vértice coincide con el vértice del cono (so- 
bre tal pirámide se dice que está inscrita en el cono). 
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Por volumen de un cono se toma el límite de la sucesión 
de las pirámides regulares, inscritas en el cono, para un in- 
cremento infinito del número de los lados de nu poligono re- 
gular, que es la base de la pirámide. 

Por área de la superficie latoral de un cono se toma el lími- 
te de la sucesión de las áreas de las superficies laterales de las 


Fig. 0.136. Fig. 6.137. 


pirámides regulares, inscritas en el cono, para un incremen- 
to infinito del número de lados de tun polígono regular situa- 
do en las bases de las pirámides. 

La deducción de Jas fórmulas para calcular el volumen y 
el área de la superficie lateral de un cono es análoga a la 
deducción de las respectivas fórmulas para el cilindro (véa- 
se $ 21). 

El área de la superficie total de un cono se calcula por la 
fórmula 


Seon —= nA l, -|. nit”. 


Cono truncado. Se lama corno truncado a Ja parto del co- 
no que está limitada por su base y sección, paralelas al pla- 
no de la base. 

Las bases del cono truncado son circulos homotéticos 
con centro de hontotecia en el vértice del cono (en la fig. 
6.136 en el punto $). 

Un cono truncado se puede obtener como resultado de 
la rotación de un trapecio isósceles alrededor de su eje de 
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simetría (en la fig. 6.136, del trapecio 14,3,2). Ál girar 
la frontera de este trapecio se obtiene la superficie de un co- 
no truncado. 

Se llama generatriz del cono truncado al lado lateral del 
trapecio; los círculos, obtenidos por rotación de las bases del 
trapecio se llaman bases del cono truncado. 

La desarrollante de un cono truncado representa la unión 
de vna parte del anillo circular y de dos circulos (fig. 6.137). 

El volumen del cono truncado se calcula por la fórmnla 


V => all (R4 RR) +R), 


donde J es la altura del cono truncado (en la fig. 6.136 
H = 100, |), R, y R, son los radios de las bases superior e 
inferior de) cono truncado (en la fig. 6.136 R, = | OA |], 
R, = 1014, |). 

5) área de la superficie lateral de un cono truncado es igual 
a la diferencia de las superficies laterales de un cono per- 
fecto y un cono cortado por un plano, paralelo a la base 
del cono. 

El área de la superficie lateral de un cono truncado se 


calcula según la fórmula 
Stat = TR, + RYL, 


donde £ es la genoratriz del cono truncado (en la fig. 6.136 
L = | AA, )). 


$ 23. La esfera y el cuerpo esférico 


Se llama esfera al conjunto de todos los puntos del espa- 
cio que se encuentran a una distancia positiva dada / 
del punto dado «del espacio O. 

Il punto dado O se lama centro de la esfera (fig. 6.138). 

Sl segmento OM (M es un punto arbitrario de la esfera) 
se llama radio de la esfera (OM = P?). El segmento que une 
dos puntos cualesquiera de la esfera se llama su cuerda. La 
cuerda que pasa por el centro de la esfera se llama diámetro 
de la esfera. El diámetro de la esfera es igual a su radio doble. 

El conjunto de todos los puntos del espacio que se en- 
cuentran del punto dado O a una distancia no mayor que la 
distancia dada R, se llama cuerpo esférico (esfera). 
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El cuerpo esférico se puede obtener por rolación de un 
semicírculo alrededor de un eje que contíene el diámebro 
del semicírculo (véase fig. (5,138). La figura, obtenida por ro- 
tación de una semicircunferencia, es una esfera, es decir, es 
la superficie del cuerpo esférico. El centro, el radio y las 


ig. 6.138. Fig. 6.139, 


cuerdas de esta esfera se llaman respectivamente el centro, 
radio y cuerdas del cuerpo esférico. Todos los puntos de éste, 
que no pertenecen a su superficie, se llaman puntos interiores 
del cuerpo esférico. 

En el sistoma de coordenadas rectangular espacial Oxyz 
la ecuación de la esfera de radio R con centro en el punto $ 
(a; b; c) tiene la forma (fig. 6.139) 


la — a + (y —bP A (0. Ri, 


El volumen del cuerpo esférico de radio R se calcula por 

la fórmula 
Aa 
== quit . 

Por área de una esfera (área de la superficie del cuerpo es- 
férico) se toma el limite de la relación entre el incremento 
del volumen del globo, limitado por esta esfera y el incre- 
mento del radio, cuando este último tiende a cero: 


Slim =. 
AR=>U 
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El cuerpo esférico se puede oblener por rotación de un 
semicírculo alrededor de un eje que contiene el diámetro 
del semicírculo (véase fig. 6.138). La figura, obtenida por ro- 
tación de una semicircunferencia, es una esfera, es decir, es 
la superficie del cuerpo esférico. El centro, el radio y las 


| 
A A 
M 
0 
B 
j B 


Flg. 6.138. Fig. 6,139, 


cuerdas de esta esfera se llaman respectivamente el centro, 
radio y cuerdas del cuerpo esférico. Todos los puntos de éste, 
que no pertenece a su superficie, se llaman puntos interiores 
del cuerpo esférico. 

Én el sistema de coordenadas rectangular espacial Ozxyz 
la ecuación de la esfera de radio R con centro en el punto S 
(a; b; c) tiene la forma (fig. 6.139) 


NS 


El volumen del cuerpo esférico de radio R se calcula por 
la fórmula 


Por área de una esfera (área de la superficie del cuerpo es- 
férico) se toma el límite de la relación entre el incremento 
del volumen del globo, limitado por esta esfera y el incre- 
mento del radio, cuando este último tiende a cero: 

AV 


S =líim —. 
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El área de una esfera de radio /i se calcula según la fór- 
mula 


S = 4nd??, . 
Las fórmulas para calcular el volumen y el área de la su- 

perficie esférica, también pueden ser obtenidas, en general, 

como límites de las sucesiones de los volúmenos y áreas de 

figuras, inscritas en el cuerpo esférico. Sin embargo, (en 

comparación con la deducción de las fórmulas respectivas 

para el cilindro y cuerpo esférico) 

esta deducción es mucho más com- 

plicada y no la citaremos. 

La sección de una esfera por un 
plano es: 

1) una circunferencia, si la dis- 
tancia del centro de la esfera al | 
plano de sección es menor que el "2 
radio de la esfera; NO> 

2) un punto, si la distancia del 
centro de la esfera al plano de sec- 
ción es igual al radio. 

La intersección de la esfera por 
un plano que pasa por su centro se 
Mama circulo máximo (mayor). El radio del círculo mayor 
es igual al radio de Ja esfera, En la fig. 6.140, £, y £, son 
las circunferencias de los círculos máximos. 

Cualquier par de círculos máximos se interseca por el 
diámetro de la esfera, que es también diámetro de cada uno 
de los circulos que se intersecan. Por dos puntos de la esfe- 
ra que se encuentran en los extremos de un mismo diámetro 
se puede trazar un conjunto infinito de circulos mayores. 
Por dos puntos que no están situados en los extremos de un 
diámetro de la esfera se puede trazar uno y solamente un 
circulo mayor. 

El plano que tiene con la esfera un solo punto común se 
llama plano tangente a la esfera. liste punto (el punto A 
en la fig. 6.140) se llama punto de tangencia de la esfera y del 
plano, Para que el plano sea tangente a la esfera, es necesa- 
rio y suficiente que este plano sea perpendicular al radio de 
la esfera y pase por su extremo, En la fig. (3.140 el plano tan- 
gente a es perpendicnlar al radio OA. 


Fig. 6,140. 
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Una recta, perteneciente al plano tangente a la esfera y 
que pasa por el punto de tangencia (por el punto A en la 
fig. 6.140) se llama recta tangente a la esfera (cuerpo esféri- 
co). Por cada punto, perteneciente a la esfera, se puede tra- 
zar tantas como se quieran tangentes. 


$ 24, Partes de la esfera 


24.1. Segmento esférico. Se llama segmento esférico a la 
figura, obtenida por rotación de un segmento circular alre- 
dedor de un diámetro perpendicular a su cuerda (en la fig. 
6.141 AB es la cuerda, CD, el diámetro). 

La figura, obtenida por rotación del arco de un segmento 
circular, se llama superficie de segmento, y la figura, obteni- 
da como resultado de la rotación de una cuerda, base del 


Fig. 6.141. 


segmento esférico. El segmento del diametro, perteneciente 
al mismo tiempo al eje de rotación y al segmento circular (en 
la fig. 6.141, el segmento KC), se llama altura del segmento 
circular (así como, altura de la superficie de segmento). 

El volumen de un segmento esférico de una esfera de radio 
R y altura ¿/ se calcula mediante la fórmula 


V=22H*(8R —H). 


El área de la superficie de segmento se calcula por la fór- 
mula 


S = 2aRi 56H, 


$ 24, Partes de la esfera 337 


24.2. Sector esférico. La figura, obtenida por rotación 
de un sector circular alrededor de un eje que pasa por uno de 
sus radios (fig. 6.142), se llama sector esférico. El arco del sec- 
tor circular forma para esta rotación una superficie de seg- 
mento. 

El volumen de un sector esférico se calcula por la fórmula 


V=ZaRH, 


donde Fi es el radio de la esfera y /f, la altura del segmento 
esférico (en la fig. 6.142 H = | KC |). 

El área de la superficie total de un sector esférico puede 
ser obtenido como la suma del área de la superficio del seg- | 
mento esférico y del árca de la superficie lateral del cono, 


C 


Fig. 6.142. 


obtenido por rotación do un triángulo rectangular OKA 
aJrededor del eje CO que contiene su cateto KO (véase fig. 
6.142). 

El área de la superficie total de uu sector esférico se calcn- 
la según la fórmua 


Serct. est. Ssezm Scon. lat. 
2 - 28H 428 Y 2RH— H?. > a 11 (2H -. Y 2H —H?). 


24.3. Capa esférica. La figura, obtenida por rotación 
de una parte uel circulo, comprendida entre dos cuerdas pa- 
ralelas, alrededor de un eje que pasa por el diámetro, per- 
pendicular a las cuerdas, se llama capa esférica (fig. 6.143). 


2201477 
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Los circulos, obtenidos por rotación de las cuerdas, se lla- 
man bases de la capa esférica. Los radios de estos circulos (en 
la fig. 6.143, Jos segmentos AD y 13C) se llaman radios de 
la capa esférica. El segmento del diámetro, perteneciente al 


Fig, 6.143. 


mismo tiempo al eje de rotación y a la capa esférica (en la 
fig. 6.143, el segmento AB), se llama altura de la capa esfé- 
rica. 

El volumen de Ja capa esférica se calcula mediante la 
fórmula 


V «ulby a (ir H, 


donde r, y r, son los radios de la capa esférica (en la fig. 
6.143 | AD | -=r,,1 BC ] = ra) y ZT es la altura de la capa 
esférica (en la fig. 6.143 Jf = | AB |). 

24.4. Zona estórica. Se llama zona esférica a la figura, ob- 
tenida por rotación del arco de una circunferencia, compren- 
dida entre las dos cuerdas paralelas, alrededor del eje que 
pasa por el diámetro, perpendicular a las cuerdas. En la 
fig. 6.143 la zona esférica está oblenida como resultado de la 
rotación del arco DMC alrededor del eje AB, 

La altura de Ja capa esférica es al mismo tiempo la al- 
tura de la zona esférica respectiva. 

El área de la zona esférica representa la diferencia de las 
áreas de dos superficies de segmento (en la fig. 6.143, la 
diferencia de las superficies de segmento, formadas como 
resultado de la rotación de los arcos C|KC y D,KD). 
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El área de la zona esférica se calcula mediante la fórmula 
Sure = 2nR HF, 


donde Ff es la altura de la zona esférica, R es el radio del 
arco, de cuya rotación se obtiene la zona esférica (el radio 
de la circunferencia que contiene un arco dado se Jlama radio 
del arco). 


S 25. Transformaciones del plano y del espacio 


29.1. Aplicación de una figura en una figura, y aplica- 
ción de una figura sobre una figura. Sea (PD y Q, dos figu- 
ras geométricas. Si a cada punto M de la figura ( se le asig- 
na de cierto modo un solo punto M, de la figura Q,, entonces 
tal correspondencia se llama aplicación de la figura D en la 
figura Q,. En este caso el punto M, se llama imagen del 
punto M, y el punto M, preimagen del punto M,. Si para la 
aplicación elegida de la fignra OD en la figura (WD, ciertos pun- 
tos de la figura OD, tienen varias preimágenes, entonces el 
conjunto de todas las preimágenes del punto M, € (, se lla- 
ma preimagen completa del punto M.,. 

El conjunto (D” de todas las imágenes de los puntos de la 
figura D se llama imagen de la figura 0. 

Si para! la aplicación elegida f la imagen de la figura Q 
coincide con la figura D,, es decir, Dd” = 0,, entonces se dice 
que la figura (MD se aplica sobre la figura (Q?,, y se escribe 


050, 


La aplicación de la figura O sobre la figura Y, se llama 
invertible, si cada punto Af, de la figura Q, tiene una sola 
preimagen. Para una aplicación invertible existe una apli- 
cación inversa, la cual aplica la figura (D, sobre la figura 
b. 

Si f es la aplicación invertible de la figura (D sobre la fi- 
gura (P,, entonces la aplicación inversa a ella se denota por 
el simbolo f-? y se escribe: 

f-1 
La aplicación invertible de una figura sobre otra también se 
llama aplicación biyectiva. 


22* 
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25.2. Transformación del plano y del espacio. La aplica- 
ción biyectiva del espacio (plano) sobre si se llama transfor- 
mación del uspacio (plano). 

Las transformaciones más simples del espacio (plano) son: 

1) Las transformaciones del espacio (plano) que conser- 
van las distancias. Tales transformaciones se llaman ¿some- 
tría*). 

2) Las transformaciones del espacio (plano), para las 
cuales las distancias entre dos puntos cualesquiera se cambian 
cn una misma relación k >> 0. Tales transformaciones del 
espacio (plano) se llaman transformaciones de semejanza. 

La partición dada de las transformaciones en dos tipos 
es muy condicional, pues la isometría es un caso particular 
de la translormación de semejanza; la transformación de se- 
mejanza es una isometría, si k = 1. 

Designemos la transformación arbitraria del espacio 
(plano) por f. Si Ja transformación f aplica el punto Mf del 
espacio (plano) sobre el punto M, del espacio (plano), enton- 
ces se escribe 

¡(M) = M,. 


El punto M, se llama ¿imagen del punto M para la transfor- 
mación del espacio (plano) f, y el punto M es la preimagen 
del punto M,. 

La transformación del espacio (plano) f se puede consi- 
derar como un conjunto de todos los pares ordenados de los 
puntos (M;, M,) del espacio (plano) donde M, = f (M). 
El conjunto de todos los pares ordenados de los puntos del 
espacio (plano) (M,; M) define la transformación inversa 
que aplica M, en M. Tal transformación se llama transfor- 
mación inversa respecto a la transformación f y se designa 
con el simbolo f-?. 

Composición de las transformaciones. Sea f, y f. dos transfor- 
maciones sucesivas del espacio (plano): 


M, =f, (M) y Ma, = f2 (M,). 
Una transformación del espacio (plano) que aplica el 


punto M del espacio (plamo) en el punto 4, del espacio (pla- 
no) se llama composición de las transformaciones f, y f, 


*) En el curso del programa escular en vez del término «isorne- 
trías se usa el término «desplazamiento». 
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y se denota 
fi0f;. 


Transformación idéntica. Una transformación del espa- 
cio (plano) que aplica cada punto del espacio (plano) sobre 
sí se llama transformación idéntica del espacio (plano). La 
transformación idéntica se designa con la letra £. Según la 
definición de la transformación idéntica del espacio (plano) 
tenemos que 

E (M) = M. 


La transformación £ puede considerarse como un conjun- 
to de todos los pares de los puntos coincidentes dol espacio 
(plano). 

25.3. Isometría del espacio y del plano. Igualdad de 
figuras. De todas las transformaciones del espacio (plano) 
se pueden destacar las transformaciones, para las cuales la 
distancia entre dos puntos cualesquiera del espacio (plano) 
es igual a la distancia entre sus imágenes; es decir, si 
f (A) = A, y / (8) = B,, donde A y B son dos puntos cua- 
lesquiera del espacio (plano), entonces | 4B | = | A4,B, |. 
Sobre tales transformaciones del espacio (plana) se dice que 
conservan la distancia. 

La transformación del espacio que conserva la distancia 
se llama isometría. De la definición de la isometría se des- 
prende: 

1) La transformación idéntica es una isometría. 

2) La transformación inversa a la isomectría es una iso- 
metría. 

3) La composición de dos isometrías es una isometria. 

Cualguiera isometría del plano puede ser representada 
como el cumplimiento sucesivo de tres transformaciones: 
la traslación paralela, el giro alrededor de un punto y la si- 
metría axial. 

Dos figuras geométricas Y y OD, son iguales, si existe iso- 
metría que aplica la figura YD sobre la figura (D,*). 

25.4. Rotación de un plano alrededor de un punto. Se 
llama rotación de un plano alrededor del centro O tal iso- 
metría del plano, para la cual: 


_ *) En el curso de geometría de secundaria básica en vez del tér- 
mino «igualdad» se usa el término «congruencia». 
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1) el punto O se aplica sobre sí; 

2) el ángulo entre cualquier rayo OX y el rayo OX, 
que le corresponde (la imagen del rayo O X) tiene la misma 
magnitud «, llamada ángulo de rotación. 

Si el rayo OX coincide con el rayo OX, mediante un giro 
en sentido antihorario, entonces la dirección de rotación se 
considera positiva; si el rayo OX coincide con el rayo OX, 
mediante un giro en sentido horario, entouces la dirección 


X 0 69 XA 
60? 
0 X; Xy 
Vig. 6.144. Fig. 6.145. 


de rotación se considera negativa. Así, por ejemplo, en la fig. 
6.144 los rayos OX y OX, dan un giro en 60”, y en la fig. 
6.145 los rayos OX y OX, dan un giro en —60”. 

El giro alrededor del centro O con un ángulo de rotación 
a se designa R2, donde a € (—180”; 18071. 

El giro en un ángulo f = a + 360%-12, donde n€Z 
y a € (1807; 180%, se identifica con el giro R2. 

Puesto que el giro de un plano alrededor de un punto es 
un caso particular de isometria, entonces para él son válidas 
todas las propiedades generales de isometría: 

1) La aplicación, inversa a un giro alrededor del centro 
O, también es un giro alrededor del centro O. Así, por 
ejem plo, para un giro en sentido antihorario en un ángulo 
a = 30” es inverso el giro en 30” también, pero en sentido 
horario. 

2) Una composición de dos giros alrededor del centro O 
en los ángulos a, y «a, es un giro en un ángulo Xx, + 0j: 
Ri: o Rs = R2+%,, además, la composición de dos gi- 
ros tiene propiedad de conmutatividad: 


Ry Ro = RG" o Ry. 
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25.0. Simetría central y figuras simétricas centrales. 
Se llama simetría central con centro O a un caso particular de 
rotación de un plano alrededor del centro O, precisamente al 
giro en 180". 

La simetría central con centro O se denota con el símbo- 
lo Z,. En vigor de la definición de la simetría central tene- 
mos que 

Zo=R O. 

Se llama simétrica central a la figura geométrica que para 

una simetría central con centro O se aplica sobre sí misma 


Fig. 6.146. 


(se dice también que tal figura tiene un centro de simetría, (0). 
En la fig. 6.146 se muestran varias figuras simétricas cen- 
trales. 

25.6. Simetría axial de un plano. Se dice que los pun- 
tos M, y M, del plano a son simétricos respecto a la recta 
¿ perteneciente al plano a y que no 


contiene los puntos M, y M,, si el seg- My 9 
mento M,M, es perpendicular a la recta Y 
l y se divide por esta recta por la mitad a 0 
(14,0 ] =]/0M, |), (fig. 6.147). b 
Cualquier punto de la recta l se )' 
considera simétrico a sí mismo. m.) 
La isometría de un plano, para la + 
cual cada punto del plano se aplica Fig. 6.147. 


sobre un punto simétrico a ella (respecto 
a la recta dada) se llama simetría axial del plano. 
La recta dada 1 se llama eje de simetría, y la simetría axial 
respecto a la recta dada ? se denota con el símbolo $S,. 
Puesto que la simetría axial es un caso particular de iso- 
metría, para ella son válidas todas las propiedades generales 
de isometría. En particular, la aplicación, inversa a la si- 
metría axial, es una simetría axial. 
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Para la simetría axtal es válida también una afirmación 


más fuerte: 

La aplicación, inversa a la simetría axial, cs la misma si- 
metría axial. 

Una recia 1 se lama eje de simetría de la figura O, si la 
figura D para una simetría axial que tiene un eje 1 se aplica 


¿| l 


A! A 


A a o 


Fig. 6.148. 


sobre sí misma. En este caso de la figura (D se dice que es 
simétrica respecto al eje 1. 

En la fig. 6.1483 se muestran varias figuras gcométricas 
simples, simétricas respecto al eje 

23.7. Simetría axial del espacio. Se dice que los puntos 
M, y M, son simétricos respecto a la recta 1, que no contiene 
los puntos M, y M,, si el segmento M,M, es perpendicular 
a l y se divide por esta recta por la mitad (|M,0O | = 
= 10M, |). 

Cualquier punto de la recta l se considera simétrico a sí 
mismo. Se llama simetría axial del espacio a la isometría del 
espacio, para la cual cada punto del espacio se aplica sobre 
un punto simétrico a ella (respecto « la recta dada !). 

La recta dada 1 se llama eje de simetría. La simetría axial 
del espacio se disigna con el símbolo S,. 

La simetría axial del espacio es un caso particular de la 
isometria del espacio, por eso para aquélla son válidas 
todas las propiedades generales de ésta. 

Si la figura (1 para una simetría axial con eje 1 se aplica 
sobre sí misma, se dice que la figura D es simétrica respec- 
to al eje l, y el eje 1 se llama eje de simetría de la figura 0. 

En la fig. 6.149 están representadas dos figuras geométri- 
cas espaciales quo tienen un eje de simetría / 
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25.8. Simetría respecto al plano. Se dice que los puntos 


M y M, son simétricos respecto al plano a (fig. 6.150), si 
el segmento MM, es perpendicular a este plano y se divide 


M 


My 
Yig. 6,149. Fig. 6,150. 


por él por la mitad. Cualquier punto del plano a se considera 
simétrico a sí mismo. 

La transformación del espacio, para la cual cada punto se 
aplica sobre un punto simétrico a ella respecto al plano 
dado, se llama simetría respecto a este plano. 


Fig. 6.151. 


La simetría respecto al plano a se designa con el sim- 
bolo S4¿. 

El plano a se llama plano de simetría do la figura D, 
si para la simetría respecto al plano au la figura D se aplica 
sobre sí misma. En este caso de la figura D se dice que es 
simétrica respecto al plano «. 

En la fig. 6,151 se muestran dos figuras geométricas, si- 
métricas respecto al plano «, 

25.9. Homotecia del plano. Se llama homotecia del 
plano con centro O y un coeficiente k += 0 a la aplicación del 
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plano sobre si, para la cual el punto X, es tal que 


—> _—> 
OX,=kOX, 


es la imagen de un punto arbitrario AX. 

La homotecia con centro O y el coeficiente k se disigna 
por el simbolo A%, Utilizando esta designación, se puede es- 
cribir la homotecia del plano como sigue: 


- — 
HS(X)=X, si OX,=kOX. 


Hablando de un conjunto. de homotecias con cualquier 
centro definido, se omiten en la designación de la homotecia 
la lotra O, es decir, en vez de H* se escribe H*, Si hablamos 
de una homotecia concreta, es decir, de una homotecia con 
centros y coeficientes concretos, entonces se disignan sim- 
plemente con HH. 

Propiedades principales de homotecia: 

1) El centro de homotecia se aplica sobre sí. 

2) Si el coeficiente k > 0, entonces los puntos XA y 
XA, =H(X) están situados en la recta OX a un lado del 
ro de homotecia, es decir, el punto X, pertenece al rayo 

Si k<0, entonces los puntos X y X, = H (X) se en- 
cuentran en la recta OX a distintos lados del centro de homo- 
tecia, es decir, el punto X, pertenece al rayo que tiene el 
mismo origen O que el rayo OX y dirección contraria al rayo 


3) Si para la homotecia con un coeficiente k los puntos 
X o Y se aplican respectivamente sobre los puntos X, e 
Y,, entences 


cr Ñ—> —_—H 
X Y, =kXY. 


4) Para una homotecia con coeficiente 1 cada punto pasa 
a si mismo. Por eso la aplicación idéntica del plano sobre 


sí es una homotecia con cualquier centro y un coeficiente 
k = 4, 


50) Para la homotecia con centro O y coeficiente — 1 
— —» 
cada punto X pasa al punto X,, para el cual OX, = — OX, 


es decir, pasa a un punto que es centralmente simétrico al 
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punto X. Por eso la homotecia con un coeficiente k = — 1 
es una simetría central: 


le fr = Zo. 


6) La homotecia con e] mismo centro y coeficiente k” = 
= A/k es una aplicación inversa a la homotecia con el coe- 
ficiente k. 

7) Para una homotecia cuyo coeficiente es k todas las 
distancias entre los puntos se multiplican por |X]: 


|, Y, | =1[%]- 1XY [, 


donde X, = H* (X), Y, = H* (Y). 
Dos figuras planas D y O, se llaman homotéticas, si 
existe una homotecia que aplica la figura Y sobre la figura 


1- 

Las propiedades de las figuras homotéticas son: 

1) Las figuras homotéticas son semejantes. 

2) Para una homotecia con un coeficiente positivo cada 
rayo pasa a un rayo codirigido con él. Para una homotecia 
con un coeficiente negativo cada rayo pasa a un rayo que 
tiene una dirección contraria a él. En particular, para una 
homotecia, cualquier recta que pasa por el centro de homote- 
cia pasa a sí misma; una recta que no pasa por el centro de 
homotecia (para k + 1) pasa a una recta paralela; un ángulo 
pasa a un ángulo igual, etc. 

25.10. Homotecia del espacio. La homotecia del espacio 
se define de la misma manera que Ja homotecia del plano. 

La transformación del espacio, para ta cual la imagen de 


—+ —> 
un punto arbitrario A es tal punto A,, que OX, =kO0X, 
se llama Aomotecia del espacio con centro () y coeficiente 
k 40. 

La homotecia del espacio se designa con el mismo símbo- 
lo H* que la homotecia del plano. 

Todas las propiedades de homotecia del plano son tam- 
bién propias de la homotecia del espacio. Á las propiedades 
de homotecia del plano citadas más arriba es necesario aña- 
dir dos propiedades más de homotecia del espacio: 

1) Para la homotecia del espacio el plano se aplica o so- 
bre sí mismo o sobre el plano paralelo. 
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2) Cualquier esfera para la homotecia del espacio con 
centro que coincide con el centro de la esfera, se aplica so- 
bre la esfera. 

La homotecia tanto del espacio como del plano se da bien 
por el centro de homotecia y un par ordenado de puntos res- 
pectivos X y X, = A (X) o bien por dos pares ordenados de 
puntos respectivos (X; X,) e (Y; Y ,), donde X, = H (X) 
e Y, = HA (Y). 

Además de los procedimientos de representación enume- 
rados más arriba la homotecia puede ser representada, por 
ejemplo, por el centro de homotecia O y el coeficiente de 
homotecia k. 

25.11. Transtormación de la semejanza de un plano. La 
aplicación del plano sobre sí, para la cual las distancias en- 
tre dos puntos cualesquiera se cambian en la misma rela- 
ción k > 0, se llama transformación de semejanza o simple- 
mente semejanza. 

El número k se llama coeficiente de semejanza. 

Así, si f es la transformación de semejanza que cambia 
la distancia en k veces, y A y B son dos puntos cualesquiera 
del plano, y F(A) = A,.Ff (B) = B,, entonces | A,B, | = 
= k 

Propiedades de las transformaciones de semejanza: 

1) La composición F,o PF, de dos transformaciones de 
semejanza F, y F., con dos coeficientes de semejanza k, 
y k, respectivamente, es una transformación de semejanza 
con los coeficientes ky: «k,. En particular, la composición 
de homotecia e isometría es una transformación de semejan- 
za. 

2) Cada transformación de semejanza es una composición 
de homotecia e isometría. 

3) Cada homotecia es una transformación de semejanza. 

4) Cada isometría es una transformación de semejanza con 
un coeficiente de semejanza igual a la unidad. 

25.12, Figuras semejantes. Si la figura ( se puede apli- 
car sobre la figura D, de tal manera, que para cualesquiera 
puntos Á y B de la figura O la relación de la distancia 

| 4,8, |] entre sus imágenes (los puntos de la figura D,) 
a la distancia | AB | entre los mismos puntos es igual a un 
mismo número k: | A,5, | =X: | 48], entonces se dice 
que la figura O, es semejante a la figura D con un coeficiente 
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de semejanza k y se escribe 


kh 
0-0, 


Propiedades de las figuras semejantes: 
1) Cada figura es semejante a sí misma con un coefi- 
ciente de semejanza 1 (reflexividad): 


1 
D-0 
2) Si la figura D, es semejante a la figura D con un coe- 


ficiente k, entonces la figura WD es semejante a la figura 
Ú, con un cocficiente kx” = 1/k (simetría): 


kh 1/k 
Q, =D <> Q e QD,. 


Teniendo en cuenta la propiedad de simetria, se suele 
decir simplemente que dos figuras D y UD, son semejantes. 

3) Si la figura OD, es semejante a la figura DP con un coefi- 
ciente k,, y la figura D, es semejante a la figura D, con un 
coeficiente de semejanza k,, entonces la figura YD, es seme- 
jante a la figura Y con un coeficiente lk = k,-k, (transitivi- 
dad): 


Ri ————  Rg kr -Ra 
DD y Dd - DP >0, —— Y. 


$ 26. Sistema de axiomas y de conceptos indefinibles 
de geometría (según Hilbert) 


Son conceptos principales indefinibles de peometría, según Hil- 

bert, tres tipos de objetos: 
los puntos, que designaremos A, B, €, .. .; 

2) las rectas, que designaremos 4, b, c, ...; 

3) los planos, que designaremos a, P, y, 

Axiomas de geometría según Hilbert 

1. Aziomas de pertenencia. 

Los axiomas de este grupo establecen las relaciones de pertenencia 
entre los conceptos principales de geometría. 

1-1. Para dos puntos cualesquiera A y B existe una recta a que 
pasa por estos puntos. 

1-2. Para dos puntos distintos cualesquiera A y 2 existe no más 
de una recta que pasa por estos puntos. 

1-3. En una recta existen por lo menos dos puntos. Existen por 
lo menos tres puntos que no están situados en una recta. 
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1-4, Para tres puntos cualesquiera A, B y € que no están situados 
en tna inispa recta existe un dano a que contiene tres puntos da- 
dos A, B y C. Para cualquier plano siempre existe un punto, pertene- 
ciente au él. 

1-5. Para tros puntos cualesquiera A, B y C que no están situados 
en Una misma recta existe no más que un plano que pasa por estos 
puntos. liste plano se designa ABC, es decir, por la enumeración de los 
puntos, por los cuales pasa el plano. 

1-6. Si dos puntos A, B de la recta a están situados en el plano a, 
entonces cualquier punto de la recta « se encuentra en el plano «. 

1-7. si los planos a y f tienen un punto común A, entonces ellos 
tienen por lo menos un punto común tnás B. 

1-8. Existen por lo menos cuatro puntos que no están situados 
en un plano. 

Los axiomas 1-1—1-3 se llaman axiomas de plano, y los demás 
axiomas, espaciales. 

11. Axiomas de orden. 

Los axiomas de este grupo definen «l concepto «entre», que sirve 
para describir la relación del orden de los puntos en la recta, en el 
plano y en el espacio. 

Los pontos situados en la recta sv encuentran entre sí en relaciones 
determinadas. Para la descripción do estas relaciones se usa la palabra 
«entre». 

H-1. Si el punto B está situado entre el punto A y el punto C, 
entonces 4, B y C son tres puntos distintos de la "recta y el punto B 
se encuentra también cntre € y A. 

11-2. Para dos puntos distintos cualesquiera A y C situados en 
la recta AC existe por lo menos un punto 8 tal, que el punto € se en- 
cuentra entre AÁ . 

J1-3. Entre tres puntos distintos cualesquiera situados en una 
recta existe no más que un punto situado enire los otros dos. 

Además de estas axiomas de orden, en la recta se introduce un 
axiorna más que define la relación de orden en el plano. Antes de 
formular este axioma, introduzcamos un concepto nuevo, el concepto de 
segmento, el cual se usa en la formulación de este axioma. 

Sea 4 y B dos puntos distintos de la recta a. El conjunto de tudas 
los puntos de la recta e situados entre los puntos A y B, incluyendo 
A y B, se llama segmento, y los puntos A y B, extremos del segmento. 
El segmento con los extremos A, B se designa AB (o BA). Cualquier 
punto del segmento que se encuentra entre sus extremos se llama punto 
interior del segmento. 

11.4, Sea A, B y C tres puntos no situados en una recta, y a, 
una recta en el plano ABC, que no pasa por ninguno de los puntos A, 
B y C (fig. 6.152). Si en este caso, la recta a pasa por uno de los puntos 
del segmento AB, entonces ella tiene que pasar por uno de los puntos 
del segmento AC o por uno de loa puntos «del segmento BC. 

Usando el concepto de «el punto A se encuentra entre los puntos 3 
y C», definido más arriba, se puede introducir el concepto de rayo. 

Sea que en la recta u se representan cuatro puntos distintos A, 8, 
A* y O (fig. 6.153) «le tal manera que el punto O se encuentra entre Á 
y B, pero no se encuentra entre A y A”. En este caso se dice que los 
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puntos A y A” de la recta « están situados al mismo Jado del punto O, 
y los puntos A, B se encuentran en la recta a distintos lados del pun- 
to O. Il conjunto de todos los puntos de la recta e situados a un lado 
del punto O, incluyendo el punto O, se llama rayo que sale del punto O. 


A 0 
C B 
x-É- -_-— _— —_—_— 
ACA 0 B 
Fig. 6.152. Fig. 6.153. 


1)l, Ariomas de congruencia, 

Los segmentos se encuentran en relación definida uno con el 
(tro; para la descripción de esta relación sirven los conceptos de «con- 
gruenciar y «igualdad» de segmentos”). 

I11-1. Sea A y B, dos puntos de la recta a y A”, cierto punto de la 
recta a” (el cual, en particular, puede coincidir con la recta a). Entonces 
en la recta a existe un punto B'”, que se encuentra a un lado dado del 


A A AAA 
Á B € 
a” 
A” B* £* 


Fig. 6.154. 


punto A' tal, que el segmento A B es igual al segmento A'B' (fig. 6.154). 
Para designar la igualdad de los segmentos se usa el signo =. 

Este axioma permite trazar los segmentos, 

111-2. si el segmento AB" y el segmento A”B* son iguales a un 
mismo segmento AB, entonces los segmentos A'B' y A*B” son iguales. 

Del axioma 111-2, en particular, se desprende que cualquier seg- 
mento es igual a sÍ rísmo, y también que la relación de igualdad de 
segmentos es simétrica y transitiva. 

111-3. Sea AB y BC dos segmentos de la recta «a, que no tienen 
ningún punto interior común, y A'B” y B'"€*, dos segmentos de la 


2) En la axiomática de Hilbert, a diferencia de la axiomática 
que se propone en el curso de geometría de la escuela media, los tér- 
minos «congruencia» e «igualdad» son sinónimos, 
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misima o de otra recta a”, que también no tienen puntos interiores 
comunes (véase la fig. 6.154). Si para esto 


AB=A4'B” y BC=B'C', 


entonces también AC = AC”. 

Este axioma da da posibilidad de sumar los segmentos. 

Jos axiomas III-4 y IMMI-3 contienen las afirmaciones que se re- 
fieren sólo a la congruencia de segmentos: se llaman axiomas lineales de 
igualdad. 

Para formular los dos axiomas siguientes de igualdad se usa el 
concepto de «ángulos. 

Los ángulos se encuentran en una relación definida, para cuya 
designación se usa también el concepto «igualdad». 

1IT-4. Sean dados un ángulo < (4,, h,) en el plano a y una recta a 
en el plano a”, usí como una parte del pluno a”, bien definida respecto 
a la recta a una parte del plano a” y separada por la recta a* de todo 
el plano. Sea 4; un rayo de la recta a”, que sale del punto O”. Entonces 
en el plano a” existe uno y sólo un rayo h; tal, que el ángulo < (A(, hi) 
es igual al ángulo < (h,, hy) y todos los puntos interiores del ángulo 
< (h;, As) se encuentran en el plauo a” al lado dado de la recta a”: 


<Z (My, ho) mW < (Mi, de) 


I1J-5. Si para dos triángulos AB(' y A'B'C” bienen lugar las 
igualdades 


AB == A'B”, AC := A'C”, < DAC = <Á B'A*C", 
entonces tiene lugar tumbién da igualdad 
< ABC =<A'BC”. 


Los axiomas IlI-4 y I1(-5 se llaman axrlomas del plano de una 
Iguaidad. 

IV. Aziomas de las paralelas. 

El axioma de las rectas paralelas que se lama también axioma 
de Euclides se formula de in mancra siguiente: 

Sea a una recta arbitraria, y A, un punto que no pertenece a la 
recta e. Entonces en el plano que se define por la recta a y el punto A 
existe po más que una recta que pasa por el punto A y que no intersecia 
la recta a. 

Esta recta se llama recta paralela a e, que pasa por el punto A. 

A veces pará formutar los axiomas de geometría en vez de axioma 
de las paralelas 8e proponen otras definiciones equivalentes al uxioma 
de las paralelas. Tales definiciunes, por ejemplo, son las siguientes: 

1) Si dos rectas a y hb situadas en un plano no intersecan a una 
tercera recta, que se encuentra en el mismo plano, entonces ellas 
tampoco se intersecan entre sí. 

2) Si se acepta el axioma de Arquímedes (véase más abajo), 
entonces el axioma de las parulelas puede ser sustituido por la exi- 
gencia de iguuldad de la suma de los ángulos interiores de un triángulo 
con los ángulos rectos. 
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V. Azlomas de continuidad. 

V-1 (arioma de medición, o axioma de Arquímedes). Sea AB y CD 
dos segmentos arbitrarios. Entonces en la recta AB existe un número 
finito de puntos A,, Az, Ag, - - ., An tales, que todos los segmentos 

1 AjAn, AgÁz, -- +) An-14, son iguales al segmento CD y el 
punto B está situado entre Jos puntos A y A, (fig. 6.155). 


A Aj A2 0.» Any $ Án 
CD 
Fig. 6.155. 


V-2 (axioma de la completidud lineal). Los puntos de la recta for- 
man un sistema, el cual (para la condición de aceptación de los axiomas 
enumerados) no admite ninguna extensión, es decir, a un conjunto de 
puntos de la recía es imposible añadir ciertos objetos más de tal mane- 
ra, que 
1) todos los elementos de un conjunto extendido obtenido de nuevo 
se sometan a los axiomas enumerados; 

2) todos los axiomas conserven su sentido inicial, es decir, que la 

relación de orden entre los puntos, y la igualdad de segmentos, que 
existían antes de la extensión, se conserven también en el conjunto 
extendido. 
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CAPÍTULO 7 


Trigonometría 


El objeto principal de la trigonomotría es la obtención 
de los parámetros incógnitos del triángulo por medio de los 
valores dados de otros parámetros suyos. Así, aplicando los 
métodos trigonométricos, por los lados dados de un triángu- 
lo se pueden calcular sus ángulos, por el árca y sus dos án- 
gulos, los lados, etc. La necesidad de obtener los parámetros 
incógnitos de un triángulo dado surgió ante todo en la astro- 
nomía, y durante mucho tiempo la trigonometria ha sido una 
parte de la astronomía. 

Los primeros métodos de obtención de los parámetros 
incógnitos de un triángulo dado fucron desarrollados por 
Jos sabios de la Grecia Antigua hace varios siglos antes de 
nuestra era. Los astrónomos griegos no analizaban los senos, 
cosenos y tangentes. En vez de las tablas de los valores de 
estas funciones trigonométricas, ellos hicieron y usaron las 
tablas que permiten buscar la cuerda de una circunferencia 
por su arco. La trigonometría tuvo su desarrollo ulterior en 
La Edad Media en las obras do los sabios árabes e indios 
(fueron introducidos los conceptos de seno, coseno, tangente, 
etc.). Las denotaciones contemporáneas de las letras fueron 
introducidas en la trigonometría a mediados del siglo XVHIT, 
Aproximadamente al mismo tiempo, comenzaron a estudiar- 
se en trigonometría las medidas de ángulos en radianes, fue- 
ron introducidas las funciones trigonométricas y trigonomé- 
tricas inversas del argumento numérico, después de lo cual 
la trigonometría adquirió su aspecto contemporáneo. 
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1.1. Generalización del eoncepto de ángulo. En geometría 
fue dada la definición del ángulo Jlano y del ángulo menor 
que el llano (véase $ 2 del capitulo 6). Tomemos dos ángu- 
los obtusos (a, b) y (c, d). Hagamos coincidir los rayos b 
y d de tal manera, que los rayos a y c estén situados a distin- 
tos lados de la recta que contiene los rayos b y d (fig. 7.1). 


Fig. 7.4. Fig. 7.2. 


Como resultado de la adición de estos dos ángulos se obtie- 
ne un ángulo, mayor que el llano. Los rayos a y c son los la- 
dos de este ángulo. Para poder distinguir el ángulo obtenido 
del ángulo (a, c) que tiene los mismos lados, marquemos en 
la figura el ángulo obtenido con un arco. La región interior 
del ángulo marcado es la región exterior del ángulo Z (a, c). 
y la región exterior es la región interior del ángulo Z (a, c). 
Análogamente se pueden obtener los ángulos, mayores que 
dos ángulos llanos (es decir, mayores que el ángulo pleno), 
etc. 

Para poder respresentar mejor un ángulo que es mayor 
que el ángulo pleno, es cómodo considerar el ángulo como 
una figura geométrica, obtenida por rotación de un rayoal- 
rededor de su origen. 

Tomemos en un plano un rayo OA y hagámoslo girar al- 
rededor del punto O en sentido antihorario (fig. 7.2). Al 
girar en una cuarta parte de la revolución completa alre- 
dedor del punto O, entre el rayo OA y el rayo 04” (la ima- 


239 
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gen del rayo 04) se obtieno un ángulo igual a 90% (11/2). 
Análogamente se obtiene un ángulo llano, cuando el rayo 
OA realiza la mitad de la revolución completa alrededor del 
punto O; un ángulo pleno se obtiene, si el rayo OA realiza 
una revolución completa alrededor del punto O. Los ángulos 
entro el rayo OA y el rayo 04”, mayores que el ángulo pleno, 


Fig. 7.3. Fig. 7.4. 


se obtienen, cuando el rayo OA comienza a realizar la se- 
gunda revolución alrededor del punto O. Así, por ejemplo, 
el ángulo 4507 (511/4) entre el rayo OA y el rayo OA” está 
representado en la fig. 7.3. 

Podemos girar un rayo alrededor de un punto inicial en 
dos direcciones: en sentido horario y en sentido antihorario. 
La dirección de rotación en sentido antihorario se llama 
positiva y en sentido horario, negativa, Respectivamente, 
los ángulos, obtenidos mediante la rotación de un rayo en 
sentido antihorario se llaman positivos, y en sentido horario, 
negativos. 

1.2. Funciones trigonométricas. Sea Oxy cierto sistema 
de coordenadas cartesianas rectangulares; OA es un rayo, 
obtenido mediante la rotación de un semieje positivo Oz 
alrededor del origen de coordenadas O en un ángulo a (fig. 
7.4) (A es un punto arbitrario del rayo). Designeimos las 
coordenadas del punto Á con z e y: A (z, y), y examinemos 


Y 
un vector OA — (2; y). El módulo de este vector es igual 
ro V z? + y?, 

El ángulo entre da dirección positiva del eje Ox y el rayo 


—Y 
OA se Mama ángulo entre el eje Ox y el vector OA. 
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Las razones 


+ | 


— 
— y 


—» 
de las coordenadas del vector OA a la longitud del vector 
—> 
OA no dependen de la longitud del vector OA (es decir, de 


—% 
la posición del punto A en el rayo 04), sino que dependen 
de su dirección?). 
La razón de la ordenada de un vector, que forma con el 
eje Oz un ángulo a, a la longitud de este vector, se llama 
seno del ángulo a y se designa sen a: 


y 
sena= —, 
Fr 


La razón de la abscisa de un vector, que forma con el eje 
Ox un ángulo a, a la longitud de este vector se llama coseno 
del ángulo a y se designa cos f: 


z 
cosa = —. 
- 


La razón del seno del ángulo a a su coseno se llama tan- 
gente del ángulo a y se designa tg a (o tang «): 


gen a 


1 QQ ==> IA 
E cosa ? 


o, según la definición del sen a y cos a, 


tra =-L 
tga =—. 


*) De un conjunto de todos los vectores con el origen en el punto O 
se puede formar un subconjunto de vectores con el origen en el punto O 
y un módulo igual a la unidad. Los extremos de todos tales vectores 
pertenecen a la circunferencia con centro en el origen de coordenadas 
y un radio igual a la unidad, es decir, a la circunferencia de unidad. 
Las funciones trigonométricas se introducen muy a menudo con la 
utilización de la circunferencia de unidad (o del conjunto de los vec- 


tores OÁ con los extremos, pertenecientes a la circunferencia de uni- 
dad). Así, por ejemplo, si el punto A pertenece a la circunferencia de 


unidad, entonces la ordenada del vector OA que forma con el eje Oz 
un ángulo a, se llama scno del ángulo q. 
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La razón del coseno del ángulo a a su seno se llama 
cotangente del ángulo a y se designa ctg «a: 


CcUS UA 


ga = sen a 


o, según la definición del sen « y cos «, 
YT 
Clg a = y 


El seno y el coseno están determinados para cualquier 
ángulo a, la tangente está determinada para todos los valo- 


res del ángulo a, a excepción de a = WPF -P 18000 ( = 


ñ , 
= 354 su), n EZ, y la colangentbe, pira todos los valores 


a, a excepción de a = 180%-n (a = an), n € £,. 
El seno y coseno del mismo ángulo se relacionan por la 
igualdad 


sen “a + cos la = Í, 
la tangente y el coseno del mismo ángulo, por la igualdad 
la = — 
1+t LE Ta 
la cotangente y el seno, por la igualdad 
4 lg] mz 
lega > 
y la langente y cotangente del mismo ángulo, por la igual- 
dad 
lga -clg a = 1. 
A cada ángulo a Je corresponden unos valores bastante 
determinados del sen a y cos a. Á cada valor a + 90% + 
+ 180" -» («5 + nn) ,¿n€ Z, le corresponde un valor 


bastante determinado del tg a, y a cada valor a + 180%-n 
(a 3 nn), nE Z, un valor determinado del ctg «. 

Las funciones sen a, cos a, tg a y ctg a se llaman fun- 
ciones trigonométricas del ángulo a. Además de las funciones 
trigonométricas básicas sen a, cos a, tg a y ctg a se intro- 
ducen aún dos funciones trigonométricas más del ángulo a, 
secante y cosccante, que se designan sec a y cosec a respec- 
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Livamente. Estas funciones se definen por las igualdades 


t 
seca =— , COosSec A a —— , 
CO9 QU sen a 


La secanto del ángulo a está definida para todos los va- 
lores a, a excepcion de «a = 90” 4- 180*-1 (a = z + 


+ nn), rn € Z, y la cosecante, para lodos los valores del 


ángulo a, a excepcion de a = 180%. (a = gun), n € Z. 
1.3. Cuadrantes de la circunferencias de unidad. Signos 
de valores de las funciones trigonométricas. Los ejes de 


Fig. 7.5. Fig. 7.6. 


coordenadas Ox, Oy del sistema de coordenadas rectangula- 
res dividen el plano de coordenadas en cuatro partes que se 
llaman cuartos o cuadrantes (tig. 7.5). El primer cuadrante es 
la parte del plano que está situada más arriba del ejc Ox 
y a la derecha del eje Oy; el segundo cuadrante está más arri- 
ba del eje Ox y a la izquierda del eje Oy;más abajo del eje 
Ox y a la izquierda del eje Oy está el lercer cuadrante; 
más abajo del eje Oxry a la derecha del eje Oy, el cuarto cua- 
drante. La circunferencia de unidad (ta circunferencia de 
radio de unidad con centro en e) origen de coordenadas) se 
divide por los ejes de coordenadas en cuatro partes, las 
cuales también se llaman cuartas (o cuadrantes) y se nume- 
ran de la misma manera como las cuartas del plano. 

De los puntos de la circunferencia de unidad, pertene- 
cientes a los ejes de coordenadas, se dice que están situados en 
el semieje positivo (o negativo) de abscisas u ordenadas. 
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Sea que el rayo OA, obtenido mediante la rotación del 
semieje positivo Ox en un ángulo «a, interseca la circunferen- 
cia de unidad en el punto A (fig. 7.6). El ángulo a se conside- 
ra perteneciente al primero, segundo, tercero O cuarto Cua- 
drante, si el punto A pertenece respectivamente al primero, 
segundo, tercero o cuarto cuadrante de la circunferencia de 
unidad. 

Las abscisas de los puntos, pertenecientes al 1 y IV 
cuadrantes, son positivas, y de los puntos, pertenecientes 
al 11 y TI cuadrantes son negativas. Las ordenadas de los 
puntos, pertenecientes al 1 y II cuadrantes, son positivas, 
y al ITÍ y IV cuadrantes son negativas. Los signos de los 
valores de las funciones trigonométricas se establecen sobre 
la base de la definición de las funciones trigonométricas y 
dependen del cuadrante, al cual pertenece el ángulo «. 


Tabla 1 


Función 


Cuartos 


En la tabla 4 se muestran los signos de los valores de las 
funciones trigonométricas principales. 

1.4. Funciones trigonométricas de un argumento numé- 
rico. Los ángulos se pueden medir en grados y radianes. La 
aplicación del radián para medir los ángulos permite intro- 
ducir las funciones trigonométricas de un argumento nu- 
mérico. Esto se puede hacer de la manera siguiente. Entre 
un conjunto de todos los números reales y un conjunto de to- 
dos los ángulos (los cuales se consideran como un giro del 
rayo OA alrededor del punto O), medidos en radianes, existe 
una correspondencia biunivoca. Por ejemplo, al número 1 
le corresponde un giro del rayo OA alrededor de su origen en 
un radián en sentido antihorario; al número 3/2 le corres- 
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ponde un giro del rayo OA alrededor de su origen en 3/2 
del radián en sentido horario, etc. 

Se llama seno del número x al número que es igual al se- 
no del ángulo en z radianes. El número que es igual al co- 
seno del ángulo en zx radianes se llama coseno del número z. 
Análogamente se definen y otras funciones trigonométricas 
del argumento numérico. 

Propiedades principales de las funciones trigonométricas. 

Propiedades de la función sen z. 

1) El campo de definición es un conjunto de todos los 
números reales. 

2) La región de cambio (conjunto de valores) es el inter- 
valo [ — 1; 1). 

3) La función sen x es impar: sen ( — x) = — sen z, 

4) La función sen zx es periódica. El período menor posi- 
tivo es igual a 21: 


sen (x + 211) = sen z. 


9) Los ceros de la función son: sen z = 0 para x = nn, 
nezZ 


6) Los intervalos de signo constante son: 
sen 2 7>0 para z € (2nn; n + 211), n€ £, 


sen < 0 para 2E (a + 2an; 2 + 2), n€ Z. 
7) La función sen x es continua y tiene una derivada para 
cualquier valor del argumento: 


(sen 1)” = cos 2. 
8) La función sen x crece para z € (— 5 + 21; 5 +4. 


+ 2an) ,REZ, y decrece para z € (5 + ¿nn; 2 + 21m) , 
nel. 

9) La función sen zx tiene unos valores mínimos que son 
iguales a — 1, para z = — > + 2nn, n € Z, y los valores 


máximos que son iguales a 1, para zx = _ + 2nn, n € Z. 


La gráfica de la función y = sen z está representada en 
la fig. 7.7, La gráfica de la función sex x se llama sinusolde, 
Propiedades de la función cos z. 
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1) El campo de definición es un conjunto de todos las nú- 
meros reales. 

2) La región de cambio (conjunto de valores) es el inter- 
valo Í — 1; 1]. 

3) La función cos z os par: cos ( — 3) = cos 2. 


Fig. 7.7. 


4) La función cos x es periódica. El período positivo míni- 
mo de la función es igual a 2x1: 


cos (1 + 21) = cos z. 


5) Los ceros do la función son: cos z = (0 para x= = > + 


+ on, ne Z. 
6) Los intervalos de los signos constantes son: 


coszx>0 para 1E(——<-+2nm; -+2mm), nel, 
cosz<0 para zx € ($421; + 2an) > ne Z. 


7) La función cos x es continua y diferenciable para cual- 
quier valor del argumento: 


(cos r)” = — sen z, 


8) La función cos x crece para € ( — yu + 2an; 211), 
n € £Z, y decrece para z€ (21n; x + 2nn), ne Z, 

9) La función cos x tiene unos valores mínimos que son 
iguales a — 1, para 1 =2X1+2n,R EL, y unos valores 
máximos que son iguales a 4, para z = 21n, n € £. 

La gráfica de la función y = cos x se muestra en la fig. 


- Propiedades de la función tg z, 
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1) El campo de definición de la función es un conjunto 
> La rn 
de todos los números reales, menos los números = = 5 + 


+ an, ne Z. 

2) La región de cambio (un conjunto de valores) es un 
conjunto de todos los números reales. 

3) La función tg x es impar: tg (— 1) = — tg zx, 


4) La función tg x periódica. El mínimo período positi- 
vo de la función es igual a a: 


tg (1 + an) = tg z. 
5) Los ceros de la función son: tg z =U para z = an, 


neZz 


6) Los intervalos de signo constante son: 


ter>06 para 2E (an an), ne £, 


tex<Ó0 para r € (— $4 nm; sn) , neñz. 


7) La función tg x es continua y diferenciable paru cual- 
quier valor del argumento del campo de definición de la fun- 
ción: 

. 1 
(La 
8) La función tg x crece en cada uno de los intervalos 
n . 
(—<-+mm; 3 + an) , nEZ. 
La gráfica de la función y = tg x está representada en la 


fig. 7.9. La gráfica de la función tg x se llama tangensoide. 
Propiedades de la función ctg z, 
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1) El campo de definición de la función es un conjunto de 
todos los números reales, menos los números do tipo x = 
=ÑRn, ne Z. | 

2) La región de cambio (conjunto de valoros) es un con- 
junto de todos Jos números reales. 

3) La función ctg z es impar: ctg (-- x) = —Cctg z. 


Fig. 7.9. 


4) La función ctg x es periódica. El mínimo período po- 
sitivo de la función es igual a 11: 


ctg (1 + 3) = ctg (x). 
15) Los ceros de la función son: étg z = 0 para x = 1/2 + 
+ an, n € £. 
6) Los intervalos de signo constante son: 


cier >0 para z7€ (10; 4 am). nel, 


ctgx <ÓÚ. para x € (+22; a (a +4)), ne£. 


7) La función ctg z es continua y diferenciable para cual- 
quier valor del argumento del campo de definición de la 
función: 

1 


(ctg x)' =— sen? x 


8) La función ctg x decrece en cada uno de los intervalos 
(an; e (n )- 1)), n€ £, 
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La gráfica de la función y = ctg x se muestra en la fig. 
7.10, 

Propiedades de la función sec z. 

1) El campo de definición de la función es un conjunto 
de todos los números reales, menos los números de tipo 
x=5x5/2+2nn2, ne€Z. 

2) La región de cambio (conjunto de valores) es: 


(— 00; — 1]YU (1; + 00). 


3) La función sec x es par: sec ( — 2) = sec z, 


Pig. 7,10. 


4) La función sec x es periódica. El mínimo periodo posi- 
tivo de la función es igual a 2n: sec (rx + 21) = sec z. 

9) La función sec z no se anula para ningún valor del 
argumento. 

6) Los intervalos de signo constante son: 


seczx>0 para z € (+ 2nn; ++ Za.) , nel, 
seczx<<0 para z€ ($ +2nn; F+2nn), neZz. 


7) La función sec xes continua y diferenciable para cual- 
quier valor del argumento del campo de definición de la 
función: 


/_ senz 
(sec 1)" = cosi z * 
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e . . Ti 
8) La [unción sec 7 ereca en los intervalos | 250; + 


ad 


+ 2nn) , (S+ ¿nAt; 4 2an | , REX, y decrece cn los 
. Ñ ; , áu ¿ 3x e e 
intervalos | n + 2an; ++ 2an) , ($ + 2nn;, 21 (n + 1)] , 


n€ £. 

La gráfica de la función y = sec x está representada en 
la fig. 7.11 

Propiedades de la función cosec <. 


Vig. 7.11. 


1) El campo de definición de la función es un conjunto 
de todos los números reales, menos los números de tipo 
zan, nel. 

2) La región de cambio (conjunto de valores) de la fun- 
ción es: 

(— 00; — 1]1U 1; + 00). 


3) La función cosec x es impar: cosec ( — 1) = — cosec z. 
4) La función cosec x es periódica. El minimo periodo 
positivo de la función es igual a 21: 


cosec (1 + Zn) = cosec x. 
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5) La función cosec z no $e anula para ningún valor del 
argumento. 


6) Los intervalos de signo constante sor: 


cosec x > 0 para x € (2an; í + 21m), nE £, 
cosec x L0 para zx € (1 + 2nn; 2x1 (n + 1)),n€Z. 


7) La función cosec x es continua y diferenciable para 
cualquier valor del argumento del campo de definición de 


Lig. 7.42. 


la función: 


COS T 


» y  — 
(cosec x) nia * 


8) La función coscc z crece en los intervalos ES 21; 
+ 2) y (+ 2nn; E + 2xn | , NEZ, y decrece en los 
intervalos (25m; 5 -L 2an | y [E 4- 2nn; 25 y- 21m) ,nEZ. 

La gráfica de la función y = cosec x= se muestra en la 
fig. 7.12. 

1.5. Funciones trigonométricas inversas. 

La función arcsen z. La función y = sen x= es definida 


y continua para cualquier 2 € Z. Separemos en el eje numé- 
rico Ox un intervalo [| — n/2; 1/2). En este intervalo la 
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función y = sen x crece; en el extremo izquierdo del inter- 
valo (para z = — 1/2) la función y = sen zx adquiere su 
valor mínimo, igual a — 1, y en el extremo derecho (para 
z = n/2) adquiere su valor máximo, igual a 1. La función 
y = sen z, la cual se examina en el intervalo [ — r/2; 
11/21, tiene una función inversa que se llama arco seno y se 
escribe 


tr =arcsen y, 


donde y es una variable independiente, y x, una variable de- 
pendiente. Designando, como se suele hacer, a la variable 
independiente con la letra x, y a la variable dependiente 
con la letra y, a continuación escribiremos y = arcsen z. 

Propiedades de la función arcsen z. 

1) El campo de definición es el intervalo [ - 1; 1] 

2) La región de cambio (conjunto de valores) es el inter- 
valo | — 1/2; n/21. 

3) La función arcsen zx es impar: arcsen (— 1) = 
= — arcsen 7. 

4) Los ceros de la función son: arcsen z = U para x = 0, 

9) Los intervalos de signo constante son: 


arcsen 1 7>0 para x € (0; 1], 
arecsen z < 0 para El — 1; 0). 


6) La función arcsen x es continua y diferenciable en ca- 
da punto dol intervalo ( — 1; 1): 


, 1 
(arcsen x)' = Vi=5 

7) La función arcsen x crece en el intervalo [ — 4; 4), 
obteniendo su valor mínimo, igual a — n/2— en el extremo 
izquierdo del intervalo y el valor máximo, igual a 1/2, 
en el extremo derecho del intervalo [ — 1; 4] 

La gráfica de la función y = arcsen z se muestra en la 
fig. 7.13. 

La función arccos 7. La función y = cos x es definida y 
continua para cualquier z € R. Separamos en el eje numéri- 
co Ox un intervalo [0; 1]. En este intervalo la función y = 
== cos z decrece; en el extremo izquierdo del intervalo 
(para z = 0) la función y = cos z adquiere su valor máximo, 
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igual a 1, y en el extremo derecho (para x == n) adquiere su 
valor mínimo, igual a — 41. La función y =cos zx, la 
cual examinamos en el ¡utervalo [0; 31], tiene una función in- 
versa, la cual se llama arco coseno y se escribe 


Y == AICCOS Y, 


donde y es la variable independiente, y x, la dependiente. 
Designando, como se suelo designar, a la variable indepen- 


Fig. 7.13. Fig. 7.14. 


diente con la letra x, y a la variable dependiente con la letra 
y, a continuación escribiremos y = arccos z. 

Propiedades de la función arccos Z. 

1) El campo de definición es el intervalo Í — 4; 4]. 

2) La región de cambio (conjunlo de valores) es el inter- 
valo 10; xl. 

3) La función arccos z no es ni par, ni impar. 

4) Los ceros de la función son: arccos x :- Ó para x= Í. 

5) Los intervalos de signo constante son: arccos z > Ó 
para z€[ — 4; 41). 

6) La función arccos zx es continua y diferenciable en ca- 
da punto del intervalo ( — 1; 1): 

1 
(arceos 1) = — —=—. 
y Ia 

7) La función arccos x decrece en el intervalo [ — 4; 1), 

obteniendo el valor máximo, igual a n, en el extremo 12- 


2401477 
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quierdo del intervalo y el valor mínimo, igual a O, en el extre- 
mo derecho del intervalo. 

La gráfica de la función y = arccos « está representada 
en la fig. 7.14.: 

Función arctg x. La función y = tg es continua en 
su campo de definición (es decir, para todos € R, no igua- 


JT . . . 
les a y +Amn, n € Z). Separamos en el ejo numérico Ox 


el intervalo ( — 1/2; n/2). En este intervalo la función 
y = tg x crece y obtiene todos sus valores. La función y = 
= tg x, que examinamos en el intervalo ( — 1/2; 1/2), tie- 
ne una función juversa que se llama arco tangente y se e3- 
cribe 


T= arctg y, 


donde y es una variable independiente, y x, una variable 
dependiente. Designando, como siempre, a la variable in- 
dependiente por la letra x, y a la dependiente por la letra 
y, a continuación escribiremos y = arctg z. 
Propiedades de la función arctg z. 
1) El campo de definición es toda la recta numérica. 
2) La región de cambio (conjunto de valores) es el in- 
tervalo ( — an/2; n/2). 
3) La función arctg x es impar: arctg (—x) = — arctg x. 
4) Los ceros de la función son: arctg x = O para x = 0. 
5) Los intervalos de signo constante: 


arctg > 0 para zx € (0; + 00), 
arctg x < 0 para zx € (— oo; 0). 


0) La función arctg x= es continua y diferenciable para 

todos ER: 
, í 
(arctg 2) = Fx" 

7) La función arctg z es creciente. 

La gráfica de la función y = arcíg x se muestra en la 
fig. 7.15. 

La función arcctg 2. La función y = ctg zx es continua en 
su campo de definición (es decir, para todos TER, no igua- 
les a nn, n € Z). Separemos en el eje numérico Ox el inter- 
valo (0; 1). En este intervalo la función y = clg x decrece y 
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adquiere todos sus valores, La función y = ctg x que exami- 
namos en el intervalo (0; 1) tiene una función inversa, la 
cual se llama arco cotangente y se escribe 


T =Aarcetg y, 


donde y es una variable independiente, y .-, una variable de- 
pendiente. Designando, como siempre, la variable indepen. 


Fig. 7.15. 


diente con la letra x, y la dependiente con la letra y, más 
adelante escribiremos y = arcctg zu. 

Propiedades de la función arcctg zx. 

1) El campo de definición es loda la recta numérica. 

2) La región de cambio (conjunto de valores) es el inter- 
valo (0; 1). 

3) La función arrcctg x no es ni par, ni impar. 

4) La función arcctg x es positiva para todos r € R. 

3) La función arcctg x es continua y diferenciable para 
todos ER: 


4 1 
(arcctg 1)" = — y: 

6) La función arcctg x es decreciente. 

La gráfica de la función y = arcctg z se muestra en la 
fig. 7.16. 

1.6. Valores de las funciones trigonométricas de algu- 
nos ángulos. Se pueden calcular los valores de las funcio- 
nes trigonométricas de los ángulos de 0%, 30?, 45?, 60” y 90", 
utilizando las definiciones de las funciones trigonométricas 
respectivas. Los valores de las funciones trigonométricas 


delosángulos de 15”, E 


as Se pueden hallar por los valo- 


24* 
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res conocidos de las funciones lrigonométricas de 30%, uli- 
lizando sucesivamente Jas fórmulas del ángalo niitad (véase 
cl ejemplo 1). Los valores de las funciones trigonométricas 


Fig. 7.16. 


de los ángulos, múltiplos de 18%, se pueden hallar, conocien- 
do por lo menos cl valor de una función trigonométrica 
de 18?, por ejemplo, el sen 18” (véase el ejemplo 2). 

Algunos valores de Jas funciones trigonométricas se dan 
on la tabla 2. 

Ejemplo 4. Calcular cos 15”. 

Los cosenos de los ángulos a y a/2 se relacionan por la 
fórmula 

a _ Í4cosu 
E 


Suponiendo a = 30%, obtenemos 
1-Ecos 30" 


cos? 15 -= . 
1 2 


? 


1% 
cos? 15” = Es 


cos 15. VR EVA YB 
o 2 ») V2 " 


5) sen 15%se puede calcular, utilizando la relación entre las 
funciones sen QA y COS a: 


sen “a + cos “a = Í, 
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Tabla 2 


Función 


ÁArgu- son cos Y lau 
mento 
02 (0) 0 1 0 no está de- 
lerminado 
o (_ Vit | YB |, yz l 29: y3 
15 (5) 277 7v3 2 y: 2+ y 3 
159 (5) ya 1Vs+v5| y5-4_|V 104215 
() a  0CEmzm nz == 
4 242 |V10+2 5] V5-1 
% 6 2 == Vi y3 
36 (E) V5-V3 | v3+1 |V 10-25] y5+t 
> 22 4 V5-+1 100 7 
a [TY 4 4 
AN a 
540 (7) V541 | Vs-y5 
4 242  [Vio—-2y5 
o (7 y 3 AL 3 
9 ($) 7 3 y 
ms (22) Vstyv3| ya [Viorzy5 
9 2v 2 4 y 5-1 
po (IL Y 31 3—A o 
dl Cr) 2V 2 2y 2 2 
of 5 no está 
% ($) : 0 deterinjnado 


en vigor de la cual 


ATT 2=Y3 Y3-1 
sen 5 yori 1205 1 , 


Ejemplo 2. Calcular los valores de las funciunes trigonormétricas 
de un ángulo de 18”. 
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Examinemos un triángulo isósceles ABC ((AB] =— |1BC|) con el 
ángulo del vértice de 367 (fig. 7.17). Los ángulos de la base del trián- 
gulo ABC son iguales a72', Tracemos las bisec- 
trices de los ángulos BAC y ABC. A los seg- 
mentos de las bisectrices que se encuentran 
dentro del triángulo las denotamos respectiva- 
mente con AM y BK. 

Examinemos el triángulo AMC. En el 
triángulo AMC el y MAC es igual a 36, 

Z AMC = Z MCA. Por consiguiente, el 
triángulo AMC essemejante al triángulo ABC. 

Designando |8C!| por a, JAC€C| por bd, y 
1MfC1 por z, la condición de semejanza de los 
triángulos ABC y AMC se puede cscribir en 
la forma 


AC |_ 1MC| ba 
TBC aca o a 


Puesto que Ja bisectriz dei ángulo interior 

de) triúugulo divide el lado que ella interseca 

en segmentos, proporcionales a los lados adyacentes, entonces paro 
el triangulo 48C tenemos 


IABY_ 1M8B] a  a—z 
VTACÍ 1MC1? * TZ 2) 


Tomemos en el triángulo ABC la altura BK (véasc fig. 7.17) 
y examinemos un triángulo rectángulo BXC con un ángulo agudo 
KBC de 18”: 


LL 
K 
An 18%. 


De esta manera, para obtener el valor sen 18? es necesario hallar 
en el sistema de ecuaciones (1) y (2) el valor 6/(2a). De la ecuación (1) 
obtenemos xx — b?/a, 

Sustituyendo da expresión de x en la ecuación (2), obtenemos 


introduciendo una varjable nueva : == b2a, la última ecuación se puede 
escribir en la forma 


2--z—4=0. 


Hallamos las raices de la ccuación cuadrática: 


ix YV5 
—_—. 


L1,3= 
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2 


De esta manera, el valor b/(2a) es igual a (15 — 1/4. Fste 
número es, precisamente, el valor sen 18": 


A 
sen 8. Ya! . 


Luego, usando la fórmula sen? a + cos? a = 1 y los definiciones 
de las funciones tg x, ctg .-, se pueden hallar los vuJores cos 18", tg 18", 
ctg 18%, y mediante las fórmulas del ángulo duble se puede hallar 
sen 36%, cos 36”, Así, por ejemplo, sen 36” se puede calcular de la 
mancra siguiente: 


cos 18 = Y 1 — sent 18" = Vio 245, 


too ———, 
sen 36% 2 sen 18 ros 18 =3 (Y3—-10V10+2y5= 
=7V 102 y 5. 
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2.1. Fórmulas de reducción. El cálculo de valores de 
las funciones trigonométricas de cualquier ángulo se reduce 
al cálculo de Jos valores de las funciones trigonométricas de 
un ángulo agudo mediante las reglas siguientes: 

1) Si el ángulo es positivo y mayor que 2x1, entonces las 
funciones seno y coseno del ángulo dado se reducen a las 
junciones del ángulo, mayor que 0 y menor que 21, median- 
te las fórmulas 


sen (a + 2¿nn) = sen a; 
cos (a + 21m) = cos a 
(a € (0, 231), n € 2), 


y las funciones tangente y cotangente del ángulo dado se 
reducen a las funciones del ángulo que es mayor que O y 
menor que x, mediante las fórmulas 


te (a -+ an) = tg a; 
ctg (a + nn) = ctg a 
(2 € (0; 1), n € Z). 
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2) Si el ángulo es negativo, entonces las funciones trigo- 
nométricas del ángulo dado so reducen a las funciones tri- 
gonométricas del ángulo positivo mediante las fórmulas 

sen (— a) «: —sena; cos ( — MA) = Cos a; 

tg (— a) -- — tg a; ctg ([ — a) = — cly a. 
3) Las funciones trigonométricas del ángulo mayor que 


au/2 y menor que 271, se reducen a las funciones trigonoméLri- 
cas del ángulo agndo mediante las fórmulas de reducción 


Tabla 3 


SN 
ATrgu- a 
murio h z + A E 4 — er Nh -- 21-a 
Función y y 
Sa 
sen [ cOs F sen a —C0S Y — sen QU 
cos f) FE sen Y — (US 4: SON 0 cos a 
tub F ctg a 3: tg 0 F elga —tgo 
ctgB F tga += cty a F tgo —cltg ax 


(véase la tabla 3), Jas cuales se puede formular en forma de 
la regla siguiente: 

Si en la fórmula de reducción el ángulo « se sustrac de 
n/2 o se suma a 1/2, tomado un número impar de veces, en- 
tonces la función que reducimos se cambia por la cofun- 
ción *); si 1/2 está tomado un número par de veces, entonces 
el nombre de la función se conserva. Al mismo tiempo, de- 
lante de la función reducida se pone el mismo signo que tie- 
ne la función reducida en el cuadrante respectivo, si consi- 
deramos el ángulo a como agudo. 

2.2. Relación entre las funciones trigenomélricas de un 
mismo argumento. En Ja tabla 4 se muestran las fórmulas 
que expresan las dependencias entre las funciones trigono- 
métricas de un mismo argumento. En Jas fórmulas citadas 
aquí, delante del signo del radical debe ser elegido el signo 
«más» o «menos» en dependencia del cuadrante, en el cual 


*) El coseno es eofunción respecto al seno, y, a la inversa. Otro 
par de cofunciones es la tangente y cotangente. 


% NI + “G UI 
J-D0 5995 A F AA E A FS Jia ll 07 == n = YD 23509 
20 D9S o DEIA ¿ 
|-D 2990809 A + 1 10 _ TZ. 1 £0) D ques 141 + 
% DISOD > DEMO IAS DMTLAS 7 y 7 = Y 2d 
Po ¿2009 A + P A A o 
1-0 77980) A + = ERA = 2 = = : = y9s = o 57 
/ y , UFO) TE: 
nn 
1-0 209509 4 + o 339 m 50) D3u49s-1,1>+ 
= — UU 7398 X= = - = eo =AZ y.) 3 
T ] A” Y 1 2309-13 4 > % Udo > 3 
38 DESIDAILAF D:d81+>147F 
]- 07090) 4 + I 3 ] 
s DEmO4 JAS DINMHIAT 
9 99509 = 299 =a Z = Á us DM 2509-: 1 A > 2 Us 
I V-Dgdm5 4 E J o 11 / 
D 9380) vw D36 o 339 mn 3) D SO) “0 U9S 


P UIQ0L 
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se encuentra el ángulo a, precisamente de tal manora que 
el signo de la función trigonométrica que se encuentra en el 
primer miembro coincida con el signo del valor que se en- 
cuentra en el segundo miembro de la igualdad. 

2.3. Funciones trigonométricas de la suma y de la dife- 
rencia de los ángulos 


sen (a + B) = sen a cos $ + cos a sen $; 
cos (u + B) =cos a cos $ + sen a sen É; 
ao MOE tEP_. 
ty (a + P)= íFtgatgf ” 
cigactep + 1 


lat Deo aaah 


2.4. Funciones trigonométricas de los ángulos dobles, 
triples y de los semiángulos. 


sen 20: == 2 8eN A C0S QA; 
cos 2a =cos? a — sen? a =14 —2 son? a =2 c0s1 a —1; 


2tgoa , ctgla—d 
l—tga > ctg 20 = 2ctga  ” 


sen 34 = 3 sen a —4 sen” «a; 


cos 3a =4 cos a — eos 0; 


3tua—trNa aigia—3cgao 


ty 00 = i-3lga ' olg da = 3ctgat  ” 
a Y cosa a 1 -coBa , 
sr O a y 
eu, ¡AE sena _ 1—cosa 
2 “ A+cosa 1Í+cosa sena  ” 
ctg Ly y LEcosa_ sena .1-j-cosa 
2 I—c080%. cosa sena 


En las fórmulas del ángulo mitad los signos delante de 
los radicales se toman en dependencia del signo de la fun- 
ción trigonométrica que se encuentra en el primer miembro de 
la igualdad. 

2.5. Transformación de la suma (diferencia) de las fun» 
ciones trigonométricas en producto (translormación de las 
expresiones trigonométricas en una forma, que sea cómoda 
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para la determinación por logaritmos). 


sen al 4- son P =- 2500 LP cos E $ . 


2 
sen a — sen P ==. 208 048 sy ; 
cosa +c0spu2cos 2 cos EL, 
cosa—cosf : .- —250n EEE son e 
= 2500 El son $52; 
cosa +sen a == Y 2 cos (45 —a); 
cos a — sen a == Y 2 sen (45” —a); 
ecos * 
ctg a +ctg p= ES 
a+ ctgp = AO. y a—eg po — CTO, 


tg a+<ctg a =2 cosec 2a; tg a—ctg u= — 2 ctg 2a; 


14.05 a = 2 cos? A; 1 —Cos a=2semt5 ; 


1 +sen U == 2 cos? (455) 


4 —sen a = 2 sen? [45 — +) ; 
_ sen(45” a) Y 2 sen (45" +0). 
TT 
_ cos(a FB). _ Cos(a Ef). 
irte bo sacos h ' ctgacigpt1= sena sen PB * 
(tg a= A agas 


tg? a — tg? f = zcn(a+P)senta—B). 


cosi q cos? B 


sen (a +) sen (fa). 


sen? a sen? f 
tg? «— sen? a = tg? a sen? a;  ctg2 a —cos3 ex =clg? a cosi a. 
8 


ctg? a— ctg? f = 
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2.6. Transformación del producto de blas funciones tri- 
gonométricas en suma. 


[cos (a — $) + cos (a -1- B)]; 
[sen (a — f) + sen (a 4-B)); 


cos Y COS f -- > 
sen A cos f=>5 
sen a sen f sen y = a [sen (a +B— y) + seu (B+ y—a) + 
+ sen (y + a — f)) —sen (a +- $ +- y)]; 
sen a cos f cos y = - [sen (a + $— y) — sen ($ -/- y —a) + 
+sen (y + a—f) + sen (a —-P + 13); 
sen a sen B cos y =-7 1 —cos (a +$— y) + 008 (B+y—0)-+ 
+ cos (y +-a—B) —cos (a +B + pl; 
cos a cos f cas y = a [cos (a + P— y) + cos (B+ y —a) + 
¡cos (y 4 a —B) | cos (a + -+- y). 


2.7. Relaciones simples entre las funciones trigonomé- 
tricas inversas. 


Tr o 
arcsen Q= —arcsen (— q) =-- —ATccos a — arctg Via? 
—U 
NT OL 
Arccos a = 1 — Arccos (—a) = SY > arcsen al == arcctg Via 4 
— Y 
arcty a = — arctg ( —a) = 7 —arcetg A = arcsen Vi , 
a 
arcctg Q == 1 —arcctg ( —a) = + — arctg a = arccos VTA : 
a 


Unas dependencias mucho más complicadas entre las 
funciones trigonométricas inversas pueden ser establecidas 
mediante los métodos que aplican para la solución de ecua- 
ciones que contienen funciones trigonométricas inversas 
(véase p. 3.4). 
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Ejemplo. Expresar la suma de dos funciones trigonométri- 
cas inversas 


arcsen z +4- arcsen y 


a través de una función trigonométrica inversa (por ejemplo, 
arco seno). 
Designemos la suma dada más arriba con la letra 2: 


arcsen + arcsen y = Z. (1) 


La igualdad dada puede considerarse como una ecuación 
con tres variables zx, y, y z. La ecuación (1) es consecuencia 
de la ccuación siguiente: 


sen (aresen x -+ arcsen y) = sen z, 
la cual se reduce a la forma 


sen (arcsen x)-cos (arcsen y) + sen (arcsen y) cos (arcsen z) — 
sen z => zx Y 1—y?+ y Y 1— 22 =sen z. 


Ahora es necesario resolver Ja ecuación respecto a la 
variable z, teniendo en cuenta que esta variable pertenece 
al intervalo [| — x; al. . 

El conjunto de soluciones de esta ecuación tiene la for- 
ma 


z —arcsen(z Vi—yw+y V 1—x2) 
para zy <06 24 + yY<Í; 
2¿=n —arcsen (1 Y 1—y3+4 y Y 1—x3) 
para z>0, y >0 y 2? + y? > 1; 
z= —a—aresen (x PM 1—y2*+ y Y 1—x2) 


para z<0,y <0 y 234 y? > 1. 

Las expresiones obtenidas para la variable z dan la ex- 
presión buscada de la suma de dos funciones trigonométricas 
inversas a través de una función trigonométrica inversa. 
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$ 3. Solución de ecuaciones trigonométricas 
y desigualdades 


3.1. Ecuaciones trigonométricas simples. 

Solución de la ecuación sen - = a: Examinemos una fun- 
ción y = sen x en el intervalo [ —- 1/2; 1/2]. En este inter- 
valo la función y = sen z crece, cambiando desde su valor 
mínimo igual a — 1, en el extremo izquierdo del intervalo, 


Fig. 7.18, 


hasta su valor máximo igual a 1, en el extremo derecho del 
intervalo (fig. 7.18). Debido a la continuidad de la función 
y = sen x, a cada valor y =a que salisface la condición 
Jai< 41 Je corresponde un solo valor x.€l— 1/2; a/2] 
tal, que 


SON Ly = 4. 


El ángulo r, es el arco seno del número a (se designa arc- 
sen a). | 
lla ecuación de la forma sen r = a para Ja ]<t tie- 
ne un conjunto de soluciones = = ( — 1)” arcsen a + 
+ an, n € Z; para Ja | >> 1 la ecuación no tiene soluciones 
(es decir, el conjunto de soluciones es un conjunto vacio). 
Solución de la ecuación cos x = a. Examinemos la fun- 
ción y = cos x en el intervalo /0; nc]. En este intervalo la 
función y = cos x decrece, cambiando desde su valor máxi- 
mo, igual a 1, en el extremo izquierdo del intervalo hasta sn 
valor minimo, igual a — 4, en el extremo derecho del inter- 
valo (fig. 7.19). Debido a la continuidad de la función y = 
=CCos x, a cada valor y =a que satisface la condición 
la |< le corresponde un solo valor z¿€l0; nl] tal, que 
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El ángulo x, es el arco coseno del número a (se designa 
Arccos (1). 

La ecuación de la forma cos x= « para Ja |< 1 tiene 
un conjunto de soluciones r = + arccos a Y4- 21m, n € £; 


Fig. 7.19. 


para |a | >4 la ecuación no tiene soluciones (el conjunto 
de soluciones es un conjunto vacio). 


Fig. 7.20, 


Solución de la ecuación tg x = a. La función y = tg x 
en el intervalo ( — 1/2; 10/2) crece y obtiene todos sns va- 
lores (fig. 7.20). En vigor de la continuidad de la función 
y = tg xa cada valor y -= a le corresponde un solo valor 


384. Trigonometría Cap. 7. 


Zy € ( — n/2; n/2) tal, que 
tg Lo = (. 
El ángulo zx, es el arco tangente del número a (se designa 
arctg a). 
La ecuación de la forma tg zz =a«u para cualquier a 
tiene un conjunto de soluciones 


x= arctg a + na, n € £. 


Solución de la ecuación ctg x = a. La función y = ctg x 
en el intervalo (0; 1) decrece y obtiene todos sus valores 


Fig. 7.21. 


(fig. 7.21). Debido a la continuidad de la función y = ctg x, 
a cada valor y = a le corresponde un solo valor 2, € (0;1) 
tal, que 

ctg TI, = a. 


131 ángulo x, es el arco cotangente de] número a (se de- 
signa arcctg a). 

La ecuación de la forma ctg zx =a para cualquicr a 
tiene un conjunto de soluciones x= = arcctg a -E nn, n € £. 

3.2. Ejemplos de ecuaciones trigonométricas más com- 
licadas. 
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1) La ecuación trigonométrica de la forma 
R (sen kx, cos nz, tg mx, ctg lx) -: 0, (1) 


donde R es el polinomio de Jos argumentos indicados (de, 
n, m y 1 son números naturales), con ayuda de las fórmulas 
para las funciones trigonométricas de la suma de los ángulos 
(en particular, de las fórmulas del ángulo doble y triplo) 
se puede reducir a una ecuación racional respecto a los ar- 
gumentos sen x, cos T, tg x y ctg xr, después do lo cual la ccna- 
ción (1) puedo ser reducida a la ecuación racional respecto 


, 4 . T , e 0 . > 
a la incógnita t = tg —, mediante las fórmulas de sustitución 


) 3 
universal 
2 es (tg 
a 
1+ e" 1 -H ty? — 
2 tg = 1— tg E 
ta x= —_——; Ctgzr= —; 
1— tg E 2 lg = 
2 2 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
son 27 + lg x = 2, 
Expresando sen 25 a través de tg x=, oblenemos la ecua- 
ción | 
2tgx 

LME 2 

rs +H+igr=4, 
la cual se reduce a la ecuación cúhica de una variable rela- 
tiva 1 = lg: 

E — 28 32 =U<> (e 1) (Ut 2) =0, 

Es fácil convencerse que la ecuación dada biene sólo una 
raíz real: t= 1. 


Resolviendo la ecuación tg e -= 1, obtenemos un conjun- 
to de soluciones de la ecuación inicial: 


z , ar. 
1=- +ak, kEeZ. 


2501477 
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Observemos, que el método general expuesto aquí de re- 
ducción de la ecuación trigonométrica a una ecuación entera 
no siempre es cómodo, puesto que en na serie de casos pue- 
de reducir la solución de la ecuación trigonométrica a la 
obtención de raíces de un polinomio de una potencia bastan- 
to elevada. 

2) La ecuación que tiene la forma 


R (sen x + cos z, sen q cos 2) = 0, (2) 


donde /i es el polinomio de los argumentos indicados, puede 
ser reducida a la ecuación respecto a la incógnita l = sen x +4 
+ eos, si aplicamos la identidad trigonométrica 
(sen x -¿: cos 3) = sen?z 4- cosóx + 2 sen 3 cos == 
=1 +2 son x cos 2, 


de la cual se desprende que 


(2-14 
sen y 008 1= —_—. (3) 
Teniendo en cuenta la relación (3), la ecuación (2) se puede 
reducir y la forma 


R (o, E ) =0, 


Análogamentle, la ecuación que tiene la forma 
R (sen — cos zx, sen z cos xj) = 0 


por sustitución de sen z — cos x -= tse reduce a la ecuación 
1—¿2 
R(t, =32)=0 
Ejemplo 2, Resolver la ecuación 
sen y cos 2 —2Y 2 sen x cos a =0). 

Designando sen r |. ecosx = t y utilizando la igualdad 
124 

2 > 
reducimos la ecuación a la ecuación cuadrática siguiente 
róspecto a la incógnita £: 


y2 2-1-yY2=0; 


sen 7 cos TT = 


o) 
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las raices de esta ecuación cuadrática son los números 


E =V2 y t,= —1:Y 2. 


De resta manera, la solución de la ecuación inicial se 
reduce a la solución de dos ecuaciones trigonométricas más 
simples: 


5 1 

sonz-pcos =P 2 y sen 24 c08 2 A: 
MultipJicando ambos miembros de las ecuaciones obtoni- 

das por el número 1/Y 2, reducimos las ecuaciones a dos 


ecuaciones trigonométricas más simples: 


1 4 x 
—— Sen TZ + —— Cos T=41 <>sen zx cos —.- 
y2 E a 


-+- Sen < cos T= 1 <>sen E + 7) =1, 


-— Sen z + Locosr=—A <=> sen (x +. 7) = Ll 


1 
v2 y 2 2 4 
Los conjuntos de soluciones de las ecuaciones sen c+ 5) = 


= 1 y sen (= +4) = —> respectivamente tendrán la forma 


2=--+2nk, el, 


N 


L:= (—4)"tt FF enn, ne Z. 


3) La ecuación qne tiene la forma a sen x -|- b cos. =cC 
(donde «, b y e son ciertos números) puede ser resuelta me- 
diante las fórmulas de sustitución universal (véase 1). 

Mostremos un procedimiento más de solución de esta 
ecuación (el cual n veces se llama método del ángulo com- 
plementario). 

Dividamos ambos miembros de la ecnación inicial entre 
Va+bx%0. (Sia=b=0, entonces la ecuación se 
convierte bien en identidad (para e = 0) o hien no tiene 
soluciones (para e + 0)). De resultas, después de la divi- 


25 
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sión obtenemos una ecuación, equivalente a la ivicial: 
b c 


== SON EA ——=— COS Xi — 0". 4 
y a2-¿ 51 7 Y 434 p1 Y ad 453 (4) 


Es fácil verificar que los coeficientes alY a* + y y 
y bIV a? + b* se relacionan mediante la igualdad 


a 2 b 2 
Van) y ap 
y por eso se pueden considerar como valores del seno y cose- 
no de cierto ángulo q: 


a Y 
Va P, Vaj Cos q. 


Así pues, la ecuación (4) se reduce a la ecuación 
008 z COS (p-| sen z sen q = 


o : == ——=— 
MI 


cuyo conjunto de soluciones para |c |< Y a? +- b* tiene 
la forma 


E OS TA +21an, ne€fl. 


Queda por hallar cierto valor del ángulo «q, que es la 
solución del sistema de ccuaciones trigonométricas 


a 

sen ( - “Vi , 
y 

Cos p = . 


Y ai 1-42 


Aquí son posibles los casos siguientes (para q se han ele- 
gido las más simples de varias de las expresiones posibles): 
Si a >0, b>0, entonces 


a 
== Arcsen —===>= = 4rccos =—aárctoe — + 
b 
81 O, 1 0 NCes q. =arccos ——= ; 
siar>0, b<06, ento q VTA 
sia<0, b<0, entonces q .= xn -parctg + . 


a 
= arctg —- 


> A =- _—__ 
sia<O0, ¿4>0, entonces Q = arcsen Vaio 
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4) La ecuación que tiene la forma 
senYx + costrz=14  (p, k=-3,4, 5, ...) 
puede ser resuelta de la manera siguiente. 
De la definición de las funciones sen x y cos x se deduce 
Hu 
que para todos los valores del argumento x y a" n€e Z, 
existen las desigualdades 
senrr < | sen x |P< senóx, 
costr< | eos z 1 < cosir, 
sont cost < | sena JP [cosa l< 4. 
Por consiguiente, las soluciones de la ecuación imicial pue- 
den ser sólo números del conjunto de valores del argumonto 
x=anfl, nel. 
Luego, el proceso de obtención de raíces se reduce a la 


verificación, de cuáles de los valores indicados del argumen- 


to son raices de la ecuación dada. 
3.3. Solución de las desigualdades trigonométricas sim- 


ples., 


Tabla 5 

Tipo de desigualdad | Conjunto de sotuciones, de la desigualdad 
sena >,e (Ja¡ < 1) TE (aresen a-2n A —aresen a --21n) 
senz<a (lal| < 1) rE(—gm—aresen 23-271, aresen a+ 

=-21n) 

cosr>a (fal < 1) zE(—urccos a) 21; arccos a -|- 2t a) 
cosz<a (Jal| < 1) ZE (arccos a + 21m; 2% —arccos a -+- 211) 
tezr>a € (arctga+an; F+an) 
tez<au € (—<H+m.; arclg a + 1n) 
ctg > a TE (in; arcetg a+ nn) 
ctgzr Za ZE (arcetg ap nn; 54-701) 


En la tabla 5 se muestra un conjunto de soluciones de las 
desigualdades trigonométricas simples. Las desigualdades 
trigonométricas más complicadas se resuelven mediante 
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métodos, que son semejantes a los métodos de resolución de 
las ecuaciones Lrigonométricas. 
3.4. Ejemplos de solución de ecuaciones y desigualdades 
que contienen funciones trigonométricas inversas. 
Ejemplo 1. Resolver la ecuación 


T 
arcsen += + arcsen 27 = = (5) 


El conjunto de valores admisibles de la incógnita zx es el 
intervalo |[—1/2; 1/2]. Designando arcsen 2x = a, arcsen x 
= f, obtenemos 


sen a =2x, € |— a/2; 1/2); 6 
sen Po, Pp € l—1/6, 1/61. (5 


En las nuevas denotaciones la eccnación (6) se escribe en 
la forma 


apo a $. (7) 


.. , JT 
De las condiciones (6) se dednce que los ángulos « y 3-P 
pertenecen al intervalo [—x/2; 1/2). Por consiguiente, la 
ecuación (7) es equivalente a la ecuación 


sen a =sen(3— $) <> 2z = sen y cos $ —sen B.cos +. (8) 


El seno y coseno de un mismo ángulo se relacionan por 
la igualdad 


sen? $ 4- cos? f = 1, 


de la cual, teniendo en cuenta las condiciones (6), se des- 
prende que 


cos B=Y 1— 23. 
Por consiguiente, la ecuación (8) puede escribirse en forma de 
A ae E <> 4x = 


=Y 3 Y 1-—23i—I<o>5r=Y 3 Y 1-21. 


Elevando ambos miembros de la última ecuación al cua- 
drado, hallamos la única solución de esta ecuación irracional: 


2 7' 
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Esto es, precisamente, Ja soinción de la ecuación trigonomé- 
trica inicial (5): 
¿jemplo 2. Hallar el campo de definición de la función 


2 arccos Y 


f(x) =aresen (arcsen 1) -+ arccos 3 


El campo de definición de la función dada so halla como 
un conjunto de soluciones del signiento sistema de desigual- 
dades: 

—i<xi<i, 


—1<Xarcson 1<1Í, 


ES 


Resolvamos la segunda desigualdad del sistema: 
—1 < arcsen 1< 1. (9) 


Puesto que la región de cambio de la función arco seno es el 
intervalo |-—n/2; 1/21, entonces todos los ángulos, que figu- 
ran en la desigualdad (9) (—41, arcsen x y 1) pertenecen al 
intervalo de la función seno creciente monótona. Por con- 
siguiente, la desigualdad (9) es equivalente a la desigualdad 
sen  (—1)]< sen (aresen 1) < sen 1<>—seniZzx < sen 1. 
Resolvamos la tercera desigualdad del sistema: 


2 UICCOS : 
EA R. (10) 


Multiplicando todos los tres miembros de la desigualdad do- 
ble por el valor Ln (mayor que cera), obtenemos una 
desigualdad que es equivalente a la desigualdad (10): 


—2 
2 . 


-S arccos r< de 


Esta doble desigualdad es equivalente al sistema de dos des- 
igualdades 


ANCONS 772 — 


an —2 


aArccos TÁ 77 
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además, la primera desigualdad os válida para todos los va- 
lores x El—1; 1l, puesto que el conjunto de valores de la 
función arcocoseno es el intervalo (0; a). 

Resolvamos la segunda desigualdad de sistema. Puesto 
que los valores que se encuentran en ambos miembros de la 
desigualdad pertenecen al decrecimiento monótono de la fun- 
ción cos x, la desigualdad es equivalente a la desigualdad 


cos (arcos 7)>Cc0s (5 — 1 ) = Sen Í, 
, 
De esta manera, para hallar el campo de definteión de la fun- 
ción dada es necesario hallar un conjunto de valores r, que 
salisfacen el sistema 
—=iÍZI< 1, 
— seon1i<i< sen 1, 
> sen 1. 


Este sistema tiene una sola solución x == sen 4, Así pues, el 
campo de definición de la función dada f (2) consta de un 
punto T +: sen 1, 


$ 4. Relación enfre los elementos 
del triángulo 


4,1. Fórmulas fundamentales. Designaciones: «a, b, c 
ad-b=-0 
2 ) 

cl semiperímetro: S, ol área; Res el radio de la circunferencia 

circunseritaz r es el radio de 

la circunferencia inscrilu; %, 

la altura; m, la medianas ?, 

C a la bisectriz; los índices a, b, e 

para h, m y l concretizan una 

AH PS de Jas tros alturas, medianas 

y bisectrices, respectivamente 

(por ejemplo, ma es la media- 

na, trazada al lado a); r, es 

el radio de la circunferencia 

circunscrita por fuera, tangente al lado a y a la prolonga- 

ción de Jos lados 5 y ce. 
1. Teorema de los cosenos. El cuadrado de un lado del 
triángulo es igual a Ja suma de los cuadrados de los otros 


son los lados: «, f, y, los ángulos (fig. 7.22); p + 


Dig. 7.22, 
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dos lados menos el producto duplicado de estos lados por el 
coseno del ángulo entre ellos: 

a? == b? + e? — 2be cos a; 

b? == a 4 el — 2ac cos f; 

e = a + db? — 2ab cos y. 


2. Teorema de los senos. Los lados del triángulo son pro- 
porcionales a los senos de los ángulos opuestos: 


as 0 rra. PE kg 


sena  senf Seny 


3. Teorema de las tangentes! 


a+ Y 
tg — 
a--b 'g 2 _ ce 2 
a—b a— ma PB? 
ty 2 tg S B 
ay $ 
yo BL 
a—c a — A — d 
tg > Y tg 5 Y 
BH a 
be BT MB 
PZA — i= — 
c 9 EY te B > 1 


4, Fórmulas para calcular el área de un triángulo. 


S ab sen y; 


S=V p(p—a) (p—0) (p—ce); 


Spy te ut: 
S=p(p—4) tg = p(p—>) g£- plo; 
abc 
S= 77: 
S = pr; 


S==Y rryryre: 
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4.2. Cálculo delos elementos del triángulo. Un trián- 
gulo puede ser definido o por tres lados, o por un lado y dos 
ángulos, o por dos lados y el ángulo entre ellos. En calidad 
de terna de los elementos 
que definen el triángulo, se 
pueden elegir también algu- 
nas otras combinaciones de 
los elementos del triángulo. 
Por ejemplo, un triángulo 
puede ser defininido por la 
base a, la altura Rh, y el 
ángulo de la base. Tenicn- 
do una terna de elementos 
que definen el triángulo, 
con ayuda del teorema de 
los senos y del teorema de los cosenos se pueden calcu- 
lar todos los demás elementos del triángulo. 

Ejemplo 1. Sea que el triángulo ABC está definido por 
tres lados a, b y c (fig. 7.23). Es necesario calcular todos 
los demás clementos del triángulo. 

Los ángulos a y $ del triángulo dado pueden ser hallados 
mediante el teorema de los cosenos: 


a? =b*.1. 2 — 2bc cos => cos a 


Pi. 7.23. 


hi4 cd a2 o p2 4 e4— q? 
= A = arcos — —, 
bp? -— a? +; 02 Zac cosf => cos P =- 
aty4-(?—y? al 4-4 
PS => B — Arccos A 


13] tercer ángulo del triángulo y se puede calcular de la 

manera siguiente: 
o o b2 ¿22 
a + $ 4- y = 180” > y = 180 — 2CCOS A — 
at +c2—p2 
Zac : 

La altura del triángulo %,, bajada al lado c (véase 
fig. 7.23) se halla de la manera siguionto: 
a? +c?-—p3 ] > 


2ac 


Sha y) 1 (EN (2 y. 


— artccos 


he 
== =— sen P => h, asen $ =a sen [arccos 
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Hallemos las medianas m, valiéndonos de que el punto M4 
divide el lado e por la mitad ( AM |=| MB |), y por eso en 
el triángulo (MBC resultan conocidos los dos lados | MB | = 
= €12, |BC!|=a y el ángulo entre ellos f. Aplicando el 
teorema de los cosenos para el triángulo 17BC, obtenemos 


2 
m¿= (7) ++ al—ac cos $ = 


La bisectriz 1. puede hallarse del iriángulo LBC. En el 
triángulo LBC son conocidos el lado BC (BC ]|=a) y el 
e B. JE) meo LCB = y/2 us igual: 

+ == YO" — z Srecos E => ArCcos AS 
Je aqui 
Z.CLB=180"— / LCB— Z LBC -= 180" — 


Le 8 o 
Lo eco mos a A 


2bc 2 %ac 
a? -|. 2 — y? o (No y + 6? — a? 
— AICCOS TA 90 + arccos ——— 
4 a+etn 
z arccos A . 


Utilicemos ahora el teorema de los senos para hallar Ja 
bisectriz ¿£.; 


te u > 1 = «a sen P 
senf — sen L CLB sen Z CLB' 


Es fácil observar que el cálculo del seno del ángulo CLB 
que se encuentra en el denominador de la última fracción 
es un problema bastante difícil. La bisectriz del triángulo 
se puede calcular también mediante otro procedimiento. 

Como se sabe, la bisectriz divide el lado del triángulo 
en una razón, proporcional a los lados adyacentes: 


JALZ| _ |1£8]1 
LAC|  |CHB|" 
Designando | LB | = zx, esta relación se puede escribir en la 
forma 
£ — 
- z =Í=> 0 —a =br>ac=2x (4. -D>z 


0 
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Ahora en el triángulo AC se conocen dos lados | HC | = 
' qe 
en: d, | 27 Ps. ab 
tcorema de los cosenos obtenemos 
ls | BO? 5] LB p—2]BC|-| LB [|cosB => Ll :- 


2 2gl 
a? | — ) — — cosf >> 


y el ángulo entro ellos B. Usando el 


at b a+b 
. 3 3 22 
2 31 ac y-2E. M2 
=> 5-3 | (> ra => 
Ñ 7 ( ac y? alar 004 
=> l, v a? | a) «| bh 


Fl área del teitangulo dado 42C puede ser hallada, por 
ejemplo, mediante la fórmula de Gerón: 


Sragc - Vr (p—d(p—hD(p—o0), 


y tos radios de Jas circunferencias inscrita y circunscrita pue- 
den ser hallados de las fórmulas 


S v 
» A4AnRC 
Saanc == pr => ro Aa 
be abc 
ÑSaanec= >> => R-— TO TT 
al 48 AAHC 


Ejemplo 2. Wxaminemos ahora el teiinagulo, del cual se 
dan el lado e y dos ángulos « y 8 (ig. 7.24). 

ld tercer ángulo y se encuentra de la manera siguiente: 
eipliy  1ISVP>y 180 —« —P. Los lados 42 
Y AC del triángulo se hall mediante el teorema de los 
SUNOS: 


|JAB|_ “a LAS | Ls LAB 
SONY sena O sen a sen(a4p) 
_ =>1|AB |=- a sen (a + $) 
son a sen a ? 
AC sen f 
JAI 4 >| AC | ¿asen 
sen fp son a sen Y 


De esta manera, en el triángulo hemos hallado tres la- 
dos; la obtención de todos los demás elementos del triángulo 
(mediana, altura, bisectriz, etc.) se puede hucer de la mis- 
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ma manera que en el problema anterior. Podemos observar, 
que el radio de la circunferencia circunscrita para el conjun- 
to dado de elementos que definen el triángulo es cómodo 
hallarlo mediante Ja fórmula 


— -2R>R - 


gen 2 sona * 


Ejemplo 3. Si en cl triángulo están dados dos lados b, 
c y el ángulo entre ellos a (fig. 7.25), entonces mediante el 


A B 


p< Ne A 


q b 
Fig. 7.24. Fig. 7.25. 
teorema de los cosenos se puede hallar el tercer lado del 
triángulo: 
[BC P= 14 e? — 2be cos «e, 
y después, todos los demás elementos del triángulo (ángulos, 


alturas, medianas, bisectricas, etc.) se hallan de la misma 
manera que cu el ejemplo 4. 


CAPITULO 8 


Teoria de los límites 


Por primera vez Ja definición del concepto de un límite 
fue introducida en la obra de Wallis «Aritmética de los valo- 
res infinitos» (en el siglo XVII). Actualmente mediante el 
concepto de limite se efectúa la construcción estricta de todo 
el análisis matemático. Sin embargo, históricamente este 
concepto no jue la base del cálculo diferencial e integral. 
Los elementos del análisis matemático (del cálculo diferen- 
cial e integral) Ífncron elaborados por Newton, pero sólo en 
las obras de Cauchy (en el siglo X1X) la teoría de los límites 
sirvió de base para una argumentación estricta del análisis 
matemático. 


$ 1. Sucesiones numéricas 


1.1. Concepto de sucesión numérica. Examinemos un 
conjunto infinito de números 


1 4 1 ¡Sant Dil 
E 1 


Consideremos que cada número de este conjunto ticne un 
número ordinal que corresponde al lugar que él mismo ocupa 
en la expresión (1). Asi, consideremos que el número 1 que se 
encuentra en el primer lugar tiene un número ordinal 1, el 
número —1/2 que se encuentra en el segundo lugar tiene el 
número 2, 21 número 1/3 tiene el número 3, etc. Y a la inver- 
sa, en vigor de este acuerdo sobre la mumeración de un 
conjunto de números (1), cualquier número ordinal que sea 
tiene en el conjunto de los números (1) su único número ordi- 
nal indicado. Por ejemplo, en el conjunto (1) el número ordi- 
nal 4 ticue el ..úmero —1/4, el 10 tiene el número —1/10, 
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De esta manera, en cl conjunto de los números (1) citado 
aquí, cada número lienc un número ordinal hien determinado 
y se define totalmente por este número. 

Se Mama sucesión numérica al conjunto de números, cada 
uno de Jos cuales tiene su número ordinal. 

Los elementos de este conjunto numérico se llaman térmi- 
nos de la sucesión y se suelen denotar de Ja manera siguiente: 
el primer término a,, el segundo as, el término » con d,, ete. 
Toda la sucesión numérica se denota 


ay, La, da, e . 09 2n» . 0 0 (a,). 
La sucesión numérica 
y, Usa, Ca, .. . .1 Uns . . >». 


no es otra cosa que un conjunto de números numerados, ordo- 
nado como una sorie natural, es decir, colocados en orden 
de crecimiento de Jos números. Una sucesión puede contener 
tanto un número de términos finito como infinito. 

Una sucesión que se compone de un número Finito de tér- 
minos se llama finita, y la sucesión que se comapone de un 
número (numerable) infinito de términos se Mama sucesión 
infinita. Más adelante, en el capítulo presente, hablaremos 
sobre las sucesiones infinitas, Jas cuales llamaremos para 
mayor brevedad, sucesiones. 

El concepto de una sucesión numérica puede ser intro- 
ducido también mediante el concepto de aplicación de un 
conjunto numérico sobre el otro. 

Sea N el conjunto de todos Jos números naturales, A cier- 
to conjunto numérico numerable o finito. demos la aplica- 
ción f del conjunto de todos los números naturales Ñ sobre el 
conjunto 4. Entonces a cada número natula) n E N lo corres- 
ponde cierto elemento bien determinado del conjunto numé- 
rico 4, el cual desigenamos con a,,, donde el índice r indica 
que el número a, corresponde a rn, y, a la inversa, a cada 
elemento a, le corresponde por lo menos un número natural n 
del conjunto de todos los números naturales N. 

La aplicación del conjunto N sobre cierto conjunto nu- 
mérico numerable o finito 4 se llama sucesión numérica infi- 
nita; los números a, se llaman elementos o términos de la 
sucesión numérica, y el índice n, número (ordinal) del tér- 


mino de la sucesión. 


400 Teoria de los limites Cap. 8. 


Representar una sucesión numérica infinita significa 
representar una aplicación, para la cual a cada número natat- 
ral n le corresponde sólo un elemento del conjunto numéri- 
co A. 

Á veces la sucesión numérica infínita la introducen, 
utilizando el concepto de función: se llama sucesión numéri- 
ca infinita a la función numérica, definida en el conjunto 
de todos los números nalnrales. 

La sucesión (s,), cuyos términos son sumas de los 1ér- 
minos de las sucesiones (z,) e (yn) que tienen los mismos 
números ordinales: 


Sn = Ta + Yn» nen, 


se llama suma de dos sucesiones (x,) e (yn). 

Se llama producto, diferencia y cociente de dos sucesio- 
nes (27) e (yn) respectivamente las sucesiones (m,), (q,) 
y (r,), cuyos términos se calculan mediante las reglas: 


Ma —Tn Yn> 
In — En Un: 


Pr == , nEN, 

y además, el cociente de dos sucesiones (us decir, la suce- 
sión (r,)) está definido sólo para tales sucesiones (y,), en las 
cuales ningún término se anula. 

1.2. Ciertos métodos de representación de las sucesiones. 

1) Método analítico de representación de una sucesión, La 
sucesión se representa por una fórmula que permite por el 
número del término de la sucesión determinar este término. 
La fórmula que permite calcular cualquier término de una 
sucesión por su número, se llama fórmula del término general 
de una sucesión numórica. 

Por ejemplo, las fórmulas del término general 


— pp. 
ay 
b, =sSenr, 

AH" 


C 
” n 
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representan sucesiones numéricas 


4 1 1 1 
1, 0 ER >? 5) ..»oy) 


sen Í, sen 2, sen3, sená4, ..., 


1 1 
O, 1, O, 2! O, q? e... 

2) Método recurrente de representación de una sucesión. 
Se dan varios términos primeros de la sucesión y se indica 
la fórmula para calcular los términos sucesivos de la suce- 
sión partiendo de los primeros términos dados. 


n=1 n+3n=5  n=4n=2 
-1 “Y3-Y5 0 Ya 1 
Fig. 8.1. 


Ejemplos de representación recurrente de sucesiones: 


41 =1, €n41 = R:Ap, REN; 
b,=0,b2=41, Dar = 0 + Uns REN. 


La sucesión (b,) se denomina sucesión de los números de 
Fibonacci (véase también $ 4 del capítulo 1). 

3) La sucesión puede ser representada también mediante 
la descripción de sus términos. Asi, por ejemplo, se dice 
que la sucesión 


311; 3,14; 3,141; 3,1415; ... 


se forma de los valores aproximados del número xi con insu- 
ficiencia de una precisión hasta 0,1; 0,01; 0,004; 0,0001, 
etc. En tales casos, como regla, es imposible indicar ni la 
fórmula del término general de la sucesión ni e) método re- 
currente de calculación de sus términos. 

1.3. Representación geométrica de los lérminos de una 
sucesión. Generalmente los términos de una sucesión se 
representan como puntos de una recta numérica. Por ejem- 
plo, los cinco primeros términos de Ja sucesión a, = (—1)”/n 
se muestran en la fig. 8.1. Más raramente los términos de 


26-01477 
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una sucesión considerada como una función de un argumento 
natura), se representan mediante puntos en el sistema de 
coordenadas cartesiano rectangular Oxy. En la fig. 8.2, en 


Fig. 8.2. 


el sistema de coordenadas cartesiano rectangular, se mues- 
tran los cinco primeros términos de la sucesión a, = (—1)"/n. 

1,4. Sucesiones acotadas. La sucesión (x,) se llama 
acotada, si existen tales dos números m y M, que para todos 
rn EN se cumple la desigualdad 

m< 1, < M. (2) 

La sucesión (xn) se llama acotada superiormente, si existe 
tal número M, que para todos n E N se cumple la desigual- 
dad 1, < M. 

La sucesión (x,) se llama acotada inferiormente, si existe 
tal número m, que para todos n € N se cumple la desigual- 
dad 

Tn =>m. 

Para que la sucesión sea acotada, es necesario y suficiente 
que ella sea acotada superiormente y acotada inferiormente. 
La demostración de la acotación de sucesión se reduce a ha- 
Mar tales números m y M, para los cuales la desigualdad (2) 
es válida para todos n€N. 

Ejemplos 1. La sucesión (x,) que se representa mediante 
la fórmula del término general zx, = n, está acotada in- 
feriormente (por ejemplo, por el número 0) y no está acotada 
superiormente. 

2. La sucesión (rx, ) que se representa mediante la fórmu- 
la del término general x, = — n?/(n + 1), está acotada 
superiormente (por) ejemplo, por el número —1/2) y no está 
acotada inferiormonte. 
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3. Las sucesiones que se representan mediante las fór- 
mulas del término general x, = sen »n, Yun = (—1)"/n, es- 
tán acoladas por los números —1; 4 y —1; 1/2 respectiva- 
mente. 

1.5, Sucesiones monótonas. La sucesión (x,) se llama 
creciente, si cada término suyo, comenzando por el segundo, 
es mayor que el anterior, es decir, si para cualquier r natu- 
ral se cumple la desigualdad 


Ta +1 > Ty - 


La sucesión (r,) se llama decreciente, si cada término 
suyo, comenzando por el segundo, es menor que el anterior, 
es decir, si para cualquier n natural se cumple la desigualdad 


Lp+1 < Tp 


La sucesión (x,) se llama no decreciente, si cada término 
suyo, comenzando por el segundo, no es menor que el ante- 
rior, es decir, si para cualquier » natural se cumple la 
desigualdad 

Lr41 2 Tp» 


La sucesión (z,) se lama no creciente, si cada término 
suyo, comenzando por el segundo, no es mayor que el an- 
terior, es decir, si para cualquier rn natural se cumple la 
desigualdad 


La +1 < Lp. 


Las sucesiones crecientes, decrecientes, no crecientes y no 
decrecientes forman la clase de las sucesiones monótonas *). 


Tati > tn Enrr < Tp)- 


Tales sucesiones son monótones, comenzando por cierto número. 
Ejemplos 1. Demostrar la monotonía de una sucesión que 
se representa mediante la fórmula del término general 
_3n +1 
n=3a1» * EN. 
Kxaminemos la diferencia entre el (r -+ 1)-ésimo térmi- 


*) A veces dan tal definición de la sucesión monótona: la sucesión 
(x,) se llama monótona creciente (decreciente), si se halla un núrnero 
No tal, que para todos los términos de ta sucesión con los números, 
mayores que No, se cumple la desigualdad 22, > Zn (%n+1 < zp). 
Tales sucesiones son imonótonas, comenzando por cierto número. 


26* 
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no de la sucesión y su r-ésimo térmiuo: 
E JU e 
—2rn+4-—- 2n—1" (2r+1) (2 — 1)” 
El numerador de la fracción que se encuentra en el se- 
gundo miembro de la igualdad es negativo, el denominador es 


positivo para cualquier n natural, y, por consiguiente, toda 
la fracción es negativa para cualquier r E N, y por lo tanto 


Tn — Tp < 0 <=> Ta+1 < Tas 


es decir, la sucesión dada es decreciente. 
2. Investigar la monotonía de una sucesión representada 
por la fórmula del término general 


Ln = n* — Y9n — 100. 


Examinemos la diferencia entre los términos (n + 1)-ési- 
mo y n-ésimo de la sucesión: 


Ta+1 — Tn = [(n + 1) — 9 (n + 1) — 100] — 
—(n? — Yn — 100] = 2n — 8. 


La expresión que se encuentra en el miembro segundo de la 
igualdad es negativa para n = 1, 2, 3, igual a cero para n = 
= 4, y positiva para los demás valores de n EN. 

Conforme a la definición de las sucesiones monótonas, es 
necesario que para todos n se cumpla bien la desigualdad 
Zn+1 < Zn (sucesión decreciente) o bien 2.4, — Z. >0 
(sucesión creciente), mientras que para la sucesión dada ni 
ésta ni la otra desigualdad se cumplen a la vez para todos 
los valores rn E N, por lo que la sucesión que examinamos no 
es monótona. (La sucesión dada es monótona creciente co- 
menzando por el quinto término.) 


Tn+p 


S 2. Límite de una sucesión 


2.1. Concepto de límite de sucesión. Eixaminemos una 
sucesión numérica infinita 


14, 1, 14 7. 


que se representa por la fórmula del término general 


Lo, 0% 


Z, 4 , REN. 


$ 2. Limite de una sucesión 405 


Representemos los términos de esta sucesión por puntos 
en una recta numérica (fig. 8.3). Con el crecimiento de los 
números los términos de la sucesión «se aproximan» cada vez 
más cerca al punto del eje numérico, que tiene la abscisa 1. 


nu2n=4 n=5n=3 na1 
Ll 3 1 £4 2 
2 4 53 

Fig. 8.3. 


De esto nos podemos convencer, si examinamos el valor 
absoluto de la diferencia z, — 1 


_ (—1)r"1 (— 137.1 4 
A A a 


Los cálculos, efectuados más arriba, muestran que el va- 
lor absoluto de la diferencia z, — 1 con el crecimiento de nr 
se hace cada vez menor aproximándose indefinidamente 
a cero. Por ejemplo, para todos los términos de la sucesión, 
comenzando por el undécimo, el valor absoluto de la dife- 
rencia x, — 1 es menor que 0,1; para todos los términos de la 
sucesión, comenzando por 101, el valor absoluto es menor 
que 0,01, etc. En general, por pequeño que sea el número 
positivo e escogido, en la sucesión dada se hallará tal tér- 
mino (cuyo número lo denotaremos por N¿) que para todos 
los términos de la sucesión con números, mayores que N,, 
se cumplirá la desigualdad 


|. = 1 |< e. 


De tal manera, para cualquier término positivo e existe 
tal número N,, comenzando por el cual todos los términos 
de la sucesión dada pertenecen al intervalo (1 — e; 1 + e). 

El número 41 se llama límite de sucesión con el término 
general 


2, =1 AA O 


y se escribe 


lim (14 2 a. 


Ti-e 00 
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Sea (1, ) cierta sucesión numérica infinita. El número a se 
llama límite de una sucesión numérica (x,), si para cualquier 
número positivo e, por pequeño que sea, existe tal número 
No, que todos los términos de la sucesión (x,) con los núme- 
ros mayores que N,, satisfacen la desigualdad 


|, —a|<e. (1) 


El hecho de que el número a es el límite de la sucesión (x,) 
se escribe de la manera siguiente *): 


lim n, =a 0 limx, == e. 
ñ > 00 
Si el número a es el límite de la sucesión (x,), entonces 
sobre la sucesión (x,) se dice que élla converge hacia el núme- 
ro a o tiene por límite el número a; las sucesiones que no tie- 
nen límite se llaman divergentes. 
La desigualdad (1) también puede ser escrita en la forma 


a — eZ TAX ar+e. 


El intervalo (a — e, a + e) se llama e-entorno del punto a. 
Usando el concepto de e-entorno del punto a, se puede dar 
también la siguiente definición del límite de una sucesión: 

El número a se llama límite de una sucesión numérica in- 
finita (x,), si para cualquier número positivo e existe el 
número No tal, que todos los términos de la sucesión, comen- 
zando por xXy,+1) Pertenecen a e-entorno del número 4. 

Formulando el concepto de límite de sucesión, es necesa- 
rio tener en cuenta que el número N,, en general, no puede 
ser indicado de una vez para siempre; éste depende de la 
elección del número e. Para subrayar esto, frecuentemente 
en vez de NV, se escribe N, (e). Cuando disminuye el número 
positivo e, el número respectivo N, (e), en general, aumen- 
ta. Es excepción del caso, cuando todos los términos de la 
sucesión (z,) son iguales: 


Ly =] Tag = 3... = Zn — Tna4r=-.».- 
El límite de tal sucesión 
a=líim zx, 


N -+ 00 


*) lím es la abreviación de la palabra latina «limes» que significa 
«límite». 
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es igual a los términos de esta sucesión. Ln este caso la de- 
sigualdad (1) se cumple para cualquier e >Ú a la vez para 
todos los valores n E N. 

Ejemplo. Demostrar que el límite de la sucesión numérica 
que se representa por la fórmula del término general 


nen, 
es igual a 1. 
Examinemos el valor absoluto de la diferencia z, — 1: 


=4-1|= 1 A 
n+i a] 


Mostremos que para cualquier e > 0 existe tal número N? 
que |x, — 1|<e para todos n > N,. Puesto que 


4 = 


| 2. —1 | = 


=> (2) 


entonces la desigualdad ]|zx, —1|<e se puede escribir 
en la forma 


1 
n-+1 << £, (3) 
de donde 


(<e(n+1) > 1<en+ eo leen n>Á. (4) 


De la última desigualdad se deduce uo para cualquier 
número positivo e se halla tal número NW, (e), que todos los 
términos de la sucesión con los números rn > N, (e) satis- 
facen a la desigualdad *) 


[Th —=1]|<e. 


*) En calidad de ejemplo N, (e) para A > 0) se puede, 
==: +4. Si pe < 0, entonces 
en calidad de N, se puede tomar cualquier número natural. (Con el 
símbolo | ] se denota la parte entera del núrmero 122 se 


8 
llama parte entera del número real a al número entero p tal, que p < 
< 4 <p y 1). 


por ejemplo, tomar el número 
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Efectivamente, de la desigualdad (4) se ve que cualquiera 
que sea e > 0, la desigualdad (4) se salisface por todos las 
números naturales n, comenzando por cierto N, (e). Pero la 
desigualdad (4) es equivalente a la desigualdad (3), la cual 
considerando la igualdad (2) puede ser secrita en la forma 


| Ia —1 |< e. (5) 


De esta manera, para cualquier e >> 0 lodos los términos 
de la sucesión con Jos números que satisfacen la desigualdad 
(4) satisfarán la desigualdad (5), es decir, el número 1 satis- 
face la definición formulada de límite y es el límite de la 
sucesión dada, 

2.2. Condición necesaría para la convergencia de una 
sucesión. Sen dada cierta sucesión (r,), convergente hacia 
el número «, 

limzx, 4. 


M-» 


Entonces, conforme a la definición de límite, para cualquier 
e > 0 todos los términos de la sucesión dada, menos, puede 
ser, su númocro finito, entran cn e-entorno dol punto a, es 
decir, 

ae <<. <a cd: e. 


Sea el número de términos de esta sucesión, que no entraron 
en el entorno del punto a, igual a Ñ, y seca que algunos de 
estos términos se encuentran a Ja derecha del punto e -- e, 
y otros se encuentro a la izquierda del pinto a — e. Puesto 
que los términos que se encuentran a la derecha del punto 
a + e son un número finito, entonces, al examinarlos, pode- 
mos elegir un término máximo, el cual lo denotamos con 47. 
Análogamente, designamos el mínimo de los términos de la 
sucesión, que se encuentran a la izquierda del punto ae — e, 
con m. Puede suceder que a la derecha del punto a + € 
(o a la izquierda del punto a — e) no halla ningún término. En 
este caso en calidad de número M se puede tomar el número 
a + e y, respectivamente, como número m, el número a — e. 

Asi pues, si x, es una sucesión convergente, entonces exis- 
ten dos números tales, m y M, que para todos n 


m< 1.< M 


y, por consiguiente, (xr,) es la sucesión acotada. 
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Examinemos una sucesión representada por la fórmula 
del término general 


La (DO, nEN. 


La sucesión dada será acotada (inferiormente, por el número 
—1, y superiormeute, por el número 41). Aplicando la defi- 
nición de límite, demostremos que esta sucesión no tiene 
límite. 

Cada término de la sucesión que tiene un número impar so 
representa en el eje numérico por el punto con una absciga 
igual a —4, y los términos con números pares, por el 
punto con la abscisa 1. De aquí se deduce que si la sucesión 
dada Liene un límite, entonces este mite es igual o a —1, 
ó a 1. Supongamos que el límite cs igual a —-A. Entonces 
para cualquier e >0 todos los términos de la sucesión, 
comenzando por cierto término deben entrar en el e-entorno 
del punto —1. Tomemos e = 0,1. En el intervalo (—4, 1; 
—0,9) entran todos los términos de la sucesión, que se 
encuentran en los sitios impares, pero no entra ninguno de 
los términos que se encuentran en Jos sitios pares, es decir, 
no existe tal número V, (e), comenzando por el cual todos 
los términos de la sucesión entran en el e-entorno dado del 
punto —1, y, por consiguiente, el número —4 no es límite 
de la sucesión dada. Análogamente se demuestra que tam- 
bién el número 41 no es límite de la sucesión. le esta manera, 
resulta que la sucesión 


no tiene límite. 

De la actoación de la sucesión no se deduce la convergen- 
cia de una sucesión. 

Los ejemplos examinados permiten formular la condición 
necesaria de convergencia de una sucesión numérica infinita 
arbitraria: 

Para que la sucesión converja es necesario que sea acotada. 

2.3. Teoremas sobre los límites de las sucesiones. 

1) La sucesión no puede converger hacia dos límites 
distintos (teorema de la unicidad del límite). 

2) El límite de una sucesión, todos los términos de la 
cual son iguales al mismo valor, es igual a este valor. 
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3) Si la sucesión (x,) tiende al número a, ya > p (a < 
< q), entonces también todos los términos de la sucesión, 
comenzando por cierto término, serán mayor que p (menor 
que q). 

4) Si la sucesión (x,) tiene limite, entonces es acotada. 

5) Si las sucesiones (x,,) e (y, ) tienen límites (convergen), 
entonces su suma (diferencia) también tiene límite, además, 
el límite de la suma (diferencia) es igual a la suma (diferen- 
cla) de los límites: 


lim (2, + Yn) =lím z, > lím y,. 
n —009 N e 09 n 00 


6) Si las sucesiones (2,) e (y, ) tienen limites (convergen), 
entonces su producto también tiene límite y el límite del 
producto es igual al producto de los límites: 


lím (2, Y) =lím z, -lóm y,.. 


TN ->0D N > 00 Ti -» 00 


El multiplicador constante puede sacarse del signo del 
límite: 
lím (cx,)=c lím x,. 
no n > 00 


7) Si las sucesiones (x,) e (y,) tienen límites y además 
Yn 0, nEN, y el límite de la sucesión (y,) es diferente 
de cero, entonces su razón también tiene un límite y el lími- 
te de la razón es igual a la razón de los límites: 


lím Tn 
lim 4 = 242 
nooo Yn Tía Yn * 
N 00 


Mostremos ahora en un ejemplo, cómo mediante los teo- 
remas formulados el problema de hallar la sucesión puede 
reducirse a hallar los límites de las sucesiones simples, 

Ejemplo. Calcular el límite  lím x, de la sucesión 


(2) que se representa por la fórmula del término general 


2n2 


n= ar 
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Para calcular el límite de una sucesión dada aplicamos 
los teoremas sobre los límites de las sucesiones. Observemos, 
que no se puede utilizar de inmediato el teorema sobre el 
límite de un cociente para calcular el límite 

2n1 


lim 
noo PH n+1? 


puesto que los limites de las sucesiones que se encuentran 
en el numerador y en el denominador de la fracción no exis- 
ten (las sucesiones Y, = 2n* y 2. =n?+n3441,n€N, 
son no acotadas y, por consiguiente, son divergentes). Efec- 
tuemos previamente la siguiente transformación de la fracción 
que se encuentra bajo el signo del límite, es decir, divida- 
mos el numerador y el denominador de la fracción por n?: 


2nt 2 
a A 
a 
Luego, aplicamos sucesivamente los teorema 7) y 5): 
972 > lim 2 
Mim == = lim ———  —_ 
de 14,4 . . 4 A * 
RN => 00 74.» 00 pr ro q e — 
Ut 


Utilizando la definición de límite, es fácil demostrar que 


de resultas obtenenios 
Ls ¿n? 2 


IFA PITO PO 


Es necesario subrayar, que cuando hallamos el límite 
de una sucesión dada, no hemos aplicado con toda precisión 
los teoremas 7) y 5). Por ejemplo, aplicando el teorema 
sobre el límite de un cociente, hemos puesto el signo de igual- 
dad entre las expresiones 


2. 


9 lim 2 
1 —_ RÁ Y AAA 
pi ir Jim (+ 
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auncque para este momento no sabíamos todavía que los lí.- 
mites del númerador y del denominador de la segunda frac- 
ción existen. La convergencia de la sucesión quese encuentra en 
el denominador de la segunda fracción se demuestra más tar- 
de, después de aplicar «ilegalmente», de la misma manera, 
el teorema 5). El que nosotros de inmediato pongamos el 
signo de igualdad, significa realmente que primeramente 
suponemos que las condiciones de los teoremas que aplica- 
mos están cumplidas, y después, regresando atrás por la 
cadena de igualdades, argumentamos la legalidad del signo 
de igualdad entre estas expresiones. 


2.4. Condición suficiente para la convergencia de una sucesión 
(leorema de Weicrstrass), La acotación de una Sucesión cs la condición 
necesaria de $u convergencia, pues de la convergencia de una sucesión 
se deduce su acotación; sin embargo, la acotación de una sucesión no 
es condición suficiente de su convergencia. La monotonía de sucesión 
parece no estar relacionada con su convergencia, ya que la sucesión 
monótona puede ser tanto convergente, como divergente. Por ejemplo, 
la sucesión representada por la fórmula del término general x, = n 
es monótona y divergente, y la sucesión xy —= 1/n es monótona y con- 
vergente. 

Por otra parte, las sucesiones no monótonas pueden ser tanto 
convergentes, como divergentes. Así, la sucesión rx, = (—1)"/n será 
convergente, y la sucesión r, = (—1)%n, divergente. 

Sin embargo, las sucesiones que al mismo ticmpo son menótonas 
y acotadas, son, obligatoriamente, convergentes. Este resultado que 
a veces se llama condición de convergencia de una sucesión se formula 
en forma del siguiente tenrema, ol cual fue demostrado por primera 
vez por K. Weojerstrass: 

Si la sucesión es tuonótona y acotada, entonces converge. 

El teorema de Wejerstrass es un teorema sobre la existencia de un 
limite de sucesión y no da le método para hallar el Jímito de sucesión. 
Sin embrago, en una serie de casos, sabiendo que el limite de sucesión 
existe, se pueden indicar los procedimientos para calcularlo. Para 
esto muy a menudo se aplica, el que para cualquicra sucesión con- 
vergente (que no es obligatoriamente monótona) (x<,) es válida la 
igualdad 

lim rr,1, = lím zn. (6) 
n —00 _  fi=+00 

Antes de pasar a los ejemplos, observemos que para el cálculo 
de los límites mediante la igualdad (6) es cómodo tener una forma re- 
currente y no analítica de representación de la sucesión, y por eso 
en todos los ejemplos que vamos a examinár más abajo las sucesiones 
que se representan analíticamente se escribirán, según la necesidad, 
en la forma recurrente”). 


*) No hace falta pensar que cualquier sucesión, representada por 
el método analítico, puede ser escrita en la forma recurrente. 
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Ejemplos. Calcular el limite de sucesión 
Tn qu, 0<g<i. 


La sucesión z, = «* es monótona decreciente, puesto que para 
cualquier n € N cuando 0< q <1 se cumple la desigualdad z, > 
> Zay1, y es acotada, puesto que 0 < q” < 1, Según el teorema de 
Weierstruss la sucesión dnda tiene límite. Designemos este límite 
por a: 

lim n=e. (7) 
N > 00 


Es fácil absérvar que la sucesión dada puede ser escrita en la 
forma recurrente: 


Ta+r = 0%, (8) 
En base a la igualdad (6) y a la fórmula recurrente (3) tenemos 


lím 722 = lóm 24 => lím za = lim (q7n). 
N — N — 00 n — 0 n >» Mm 


Puesto que el multiplicador constante se puede sacar del signo del 
límite, entonces, aplicando la anotación (7), se puede escribir la 
última igualdad en la forma 


lím rn =4 lim 2 => a =q4=>> a (1—q)==:0, 


n>00 NM -*0D 


Pero, puesto que q Y t, entonces de la último igualdad obtendremos 
a = 0. Así pues, el límite de la sucesión duda es igual a coro. 
2. Calcular cl limite de la sucesión 


_n +1 


Xn a 


2n— 1" 


La sucesión dada es monótona decreciente, puesto que 


0 
O 


para todos nE N. Es fácil observar que zy > 0 para todos né N. 
Por otra parte, en vigor del decrecimicato monótono cualquier término 
de la sucesión, comenzando por el segundo, es menor que el primer 
término x,, el cual es igual a cuatro. Por eso, cualquier término de la 
sucesión dada es mayor que cero y menor que cuatro, y, por consi- 
guiente, la sucesión es acotada. 

La sucesión dada satisface las condiciones del teorema de Weicrs- 
trass y, por consiguiente, tiene límite, el cual lo designemos median- 
te a. Vamos a calcular este límite con ayuda de la fórmula (6), pa- 
sando del procedimiento analítico de representación de nna sucesión, 
al recurrente. Para esto resolvemos la razón 


_ In 44 


mn 


<U 
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respecto a a: 
Tra + ] 
— lan — $“ * 


Sustituyendo la expresión vbtenida para 1 en la expresión para el 
término (n + 1) 


nt 


7 _3In-+ 4 
m1 241? 
Setendreros la fórmula recurrente de representación de una sucesión 
ada: 


11zn —9 
ea (9) 


Sustituyendo en el primer ruiembro de la igualdad (6) xp, por su 
expresión a través de x,, conforme con la fórmula (9) obtendremos 


ln 22238 15m Ln. (10) 


3 => 00 4xp — 1 N +00 


Aplicando el teorema sobre el límite del cociente y teniendo en 
cuenta que el limite de la sucesión (c,) fue designado mediante a, 
de la igualdad (10) obtendremos la ecuación para hallar el número a: 


tta-—-9 
ha —1 = (q, 


La única solución de la ccuación dada es: a :: 3/2. De esta manera, 
el límite de la sucesión dada es igual a 3/2. 


Observemos, que el limite de la sucesión xr, == S + 
calcular también sin aplicar el teorema de Weierstrass, utilizando los 
teoremas sobre los limites de las sucesiones. 

3. Calcular el límite de la sucesión, que se representa por la 
fórmula del término general 


m=Wl c+ 04... + Yo. 


n ralces 


se puede 


Demostremos que la sucesión dada tiene un límite y calculemos 
este límite mediante la igualdad (6). La sucesión dada puede ser 
representada por la fórmula recurrente siguiente: 


Tn+i1= Vc-Ezn. (11) 
Demostremos que la sucesión dada crece monótonamente, es 
decir, que 2 +, > “py para todos rn E N. Aplicando la fórmula recurren- 


te (114), la última desigualdad se puede escribir en la forma Y e + zp > 
> z,, lo que es equivalente (teniendo en cuenta la condición .-, > 0) 
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a la desigualdad 32%, — xn — € < 0. De esta manera, 


AV Vea Vi VU Vd ie <0> 


n-1 ralz R ralces 
A —= 
=> VaVer.  +v1o<V c+ VU c+. pc. 
n-í ralz n ratces 


Elevando ambos miembros de la última desigualdad n — 1 veces al 
cuadrado, obtendremos la desigualdad 


0< ye. 


Por consiguiente, la desigualdad inicial es válida para todos los va- 
lores e > 0, y la sucesión dada es creciente. 
La sucesión dada es acotada superiormente, por ejemplo, por 


el número Ye + 1. Efectivamente, x, = c es menor que este número. 


Si ahora admitimos que z, < Ve + 1, entonces también para el 
término siguiente de la sucesión z,., tendremos 


en <V c+ Vet1<V c+2 V c+ 1=V 741, 


y la acotación de la sucesión superiormente puede ser demostrada 
mediante el método de inducción matemática. La acotación de la 
sucesión inferiormente se deduce de que z, >0U para todos n € N. 

Así pues, la sucesión dada es creciente y es acotada; por congi- 
guiente, según el teorema de Weierstrass ella tiene un límite, el cual 
se designa mediante a. Para calcular el número a aplicamos la fórmula 
recurrente (11), escribiéndola en forma 


a+, =C+2Zn. 
En vigor de la convergencia de nuestra sucesión 


lám 2h] = lím (e +2n), 
no Y -- 09 


de donde sigue que el valor a satisface la ecuación cuadrática 
a=e +$- a. 


Un conjunto de soluciones de la ecuación cuadrática dada es: 


¿ 1H YH _ 1 VA 
A e 


2 
El número E para cualquier <> 0 es negativo. Pero 


puesto que un número negativo no puede ser límite de una sucesión 
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cun términos positivos, entonces el número 


i-++Yy4+1 
2 


será cl límite de la sucesión que examinamos, 

4. El número neperiano e como límite de una sucestón numérica 
infinita*). Examinemos una sucesión representada por la fórmula del 
término general 


n 


En = (143) 


Demostremos la monotonía de esta sucesión. Desarrollando la expresión 


(1 + y según Ja fórmula del binomio de Newton, obtendremos 
n 


' 1 _ 
2147) tn AS 
n (n—1)(n—2) 1 n(n—1) (12) ...(an-11) 1 _ 


Y —— IPN ET Ea qa 
O 


(e) (0) (12), 


Si ahora escribimos el desarrollo análogo para x,41, entonces al de- 
sarrollo obtenido se añade, ante todo, el término positivo (2 4- 2 
cada uno de los términos n -+ 1 escritos aumenta, puesto que cua 


q: Le $ ] 
quier multivlicador entre paréntesis de la forma 1 — — e sustituye 


Ss 
n +1 


La+r > no 


por un multiplicador mayor 1 — . De aquí se desprende que 


es decir, la sucesión (x,) dada resulta ser creciente. 

Antes de pasar a demostrar la acotación de la sucesión dada, de- 
mostremos una desigualdad, es decir, mostremos que para cualquier 
rnEN 

2n-1 < nl. (12) 


De la validez de esta desigualdad es fácil convencerse, si demostramos 
que la sucesión 


29n-1 
ln = 
nl 


*) Sobre el número e véase también el p. 1.5 del capítulo 9. 
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es no creciente, y su primer término (es muy fácil de verificar) es 
1 

igual a 1. Efectivamente, la sucesión == es no creciente, puesto 

que para cualquier n € N 


_- 2n-2 2.991 (n4-4)_ 2-1 (4—n) 
Ansi ln= (n+1) mi 7 CET =D <0. 


Demostremos ahora que la sucesión (x,) es acotada. Omitiendo en la 
expresión 


cd (ei (E) 


Jo) + (1) 
n! n R 
todos los multiplicadores que se encuentran entre paréntesis, aumen- 


tamos el segundo miernbro de la igualdad (puesto que cada uno de los 
multiplicadores omitidos es menor que la unidad); tenemos 


4 1 4 
E 


En vigor de la desigualdad (12) 
2<2l; 22<3!l; 2<4l;...; 2215Smnm] 
y, por consiguiente, 


12.4. 1 14.4 Lo. 04 4 
PRES 


Considerando las últimas desigualdades, tenemos 


4 1 1, 1 
tn < 2+3n tar tar + cor < 24 
1 1 1 1 
MEE 


Es fácil observar, que en el segundo miembro de la última de- 
sigualdad la suma de todos los términos, comenzando por el segundo, 
es de rn — 1 terminos de una progresión geométrica infinitamente 
decreciente. La suma de todos los términos de la progresión infinita- 
mente decreciente 


Lt. ., 4, 
PF SS 
es igual a 1, y por eso para cualquier n € N 
Zn <3 
2701477 
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De esta manera, fue demostrado que nuestra sucesión cs monótona 
creciente y acotada y, por consiguiente, en vigor del teorema de Weiers- 
trass tiene un límite. Liste límite tiene unu designación especial, e: 


lira (++) =e=2,21 828... 


n -— 00 


2.5. Condición necesaria y suficiente para la convergencia de 
una sucesión numérica infinita. Hemos examinado más arriba dos 
procedimientos para demostrar la convergencia de las sucesiones. Uno 
de los procedimientos está basado en la aplicación de los teoremas sobre 
los límites de las sucesiones (véase p. 2.3), y el segundo, en la aplica- 
ción del teorema de Weierstrass (véase p. 2.4). Sin embargo, ambos 
procedimientos de demostración de la convergencia de lu sucesión son 
aplicables para examinar un número pequeño de sucesiones bastante 
simples. 

Surge una pregunta: ¿cómo demostrar la convergencia, por ejemplo, 
de una sucesión no monótona, la cual se da no por el procedimiento 
analítico, sino pur cualquier otro procedimiento (por ejemplo, por el 
recurrente), o de una sucesión que se da por una fórmula análítica, 
cuyo límite es imposible calcular, limitándose a Los teoremas sobre los 
límites de las sucesiones? Está claro que en este cago ya no podemos 
usar la definición del límite de una sucesión para demostrar su con- 
vergencia, puesto que en esta definición ya participa el mismo nú- 
mero a, cuya existencia tenemos que demostrar. Además, en una 
serie de casos nos puede interesar solamente la cuestión sobre la con- 
vergencia de la sucesión, pero no la cuestión sobre hacia qué número 
CON Verge. 

De suerte que, sería muy deseable tener cierto teorema que pu- 
diera contestar a la pregunta sobre la existencia de un limite de suce- 
sión y en la formulación del cual participara sólo lo que se da, es 
decir, los términos de nuestra sucesión. Tal teorema fue 
formulado y demostrado por Bolzano y Cauchy: 

Teorema de Bolzanv—Cauchy (criterio de convergencia): 

Para que Ja sucesión (:,) tenga un límite finito, es necesario 
y suficiente que para cada número positivo e exista tal número N, (e), 
que la desigualdad 


se cumpla para todos n > N, y p > 1 (es decir, para cualesquiera 
oúmeros naturales n y p que satisfacen estas desigualdades). 


S 3. Series numéricas 
3:1. Concepto de serie numérica. Sea dada una sucesión numé- 
rica infinita 
E E E (1) 


Planteemos va problema: calcular la suma de todos los términos de una 
sucesión infinita (1). Para solucionar tal problema surge, naturalmente, 
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una pregunta: ¿cómo calcular la suma de un número infinito de su- 
mandos? No se puede calcular la suma de un número infinito de suman- 
dos de la misma manera que se calcula la suma de un número finito 

uesto que nunca podremos finalizar el proceso de adición. Sin em- 

argo resulta que, aplicando el concepto de límite de una sucesión, 
se puede introducir el concepto de suma de un número infinito de 
sumandos. Para esto tomemos el primer término de la sucesión (xp) 
y designémoslo con $;: 


Si, = 21. 


Sumemos el primer término de la sucesión x, con el segundo término xz 
y designemos su suma con Sy: 


S g= 1 + Lg: 
Sumemos los tres primeros términos de lu sucesión (1) y designemoa 


su suma con Sy: 
S= 31 +2 + 2 


Continuando el proceso iniciado, es decir, sumando sucesivamente 
cuatro, cinco, seis, cic. primeros términos de la sucesión (x,), denoto- 
mos las sumas de cuatro, cinco, seia, etc. primeros términos mediante 
Sar $5 So ««-“! 


S¿= 35 TH 3H Zas 
Ss = 31 +24 23 EH % +3, 
Se = 1 +23 4+ 73 FT 24 HZ + e 


El conjunto de las sumas Sy, n € N, forma una sucesión infinita. Si el 
límite de esta sucesión existe, entonces se llama suma de un número 
infinito de sumandos 


L1) Lg; T3» se» Tn» e... 
Así, para la sucesión numérica dada (x,) la expresión 


+A hr. tp... (2) 


se llama serie numérica, y 2, — n se llama iérmino x, — n-ésimo de la 
serie. Para designar la serie numérica (2) se usa lu expresión 


o0 
y Zn» 
Tama | 
La suma n de los primeros términos de la serie se llama n-ésima suma 
parcial de esta serie y se denota con S: 
E E E A 
. Si existe un límite S de sucesión (S,) de las sumas parciales de la 
serie (2), entonces se dice que esta serie converge, y el Jímite indicado S 


279 
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se lama suma de la seric (2) y se escribe 


Sur +. Pan ...= ) ía. 


n= 1 


Si no oxiste un límite de sucesión de las sumas parciales (S,), 
entonces la serie (2) se dama divergente. La serie infinita 


Xhqr T Zappa Eo EA 


que se obtiene de la serie (3) inediante la eliminación de los primeros k 
términos, se Jlama resto de la serie 


E e E 7 a os ET A ET A (3) 


después del termino k. 

Un ejemplo simple de una serie numérica infinita es la suma de 
todos los términos de una progresión geométrica con el primer térmi- 
no, igual a a y con el denominador igual a q 


A rd (4) 


la n-ésima suma parcial de esta seric cs la suma de n iérminos de la 
progresión geométrica y se calcula mediante la fórmula 


ma (111 
5D (para q + 1). 


Si el denominador de la progresión tg| < 1, entonces la sucesión 
de las sumas parciales (Sy) tiene límite 


S= 

ig? 
el cual se llama suma de todos los términos de la progresión geométrica 
infinitamente decreciente (es decir, la suma de da serie (4)). 

Para |q] > 41 la misma expresión (4) da un ejemplo de una serie 
divergente. 

Propiedades de las series numéricas infinitas. 

1) Si la serie mumérica converge, entonces converge también 
cualquiera de sus restos; a lu inversa, de la convergencia del resto se 
desprende la convergencia de la serie inicial. 

2) Si la serie converge, entonces el resto de la serie después del 
k-¿simo término tiende a cero cuando k -—>» oo. 

3) Si los términos de una serie convergente los multiplicamos por 
un mismo multiplicador c, entonces su convergencia no altera, y la 
suma se multiplica por c: 


00 00 
Y tTn =C y Tn- 


mal 70 1 
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4) Dos series convergentes 


| 7 
Zi E ..«. hn > ..o — > Tn =-" X, 


YH Ye YA Ya A+ 2 Ya =Y 


Vea dl 


se pueden sumar término a término (u sustraer) y Ja serie 


(+ yA (da += Ya) — (39d YN mA... 
co (A EV) FA. X Y 


converge también, y su soma (diferencia) es igual a X -|- Y (rospectiva- 
monte X — Y). 
5) El término genera) x,, de la serie convergente tiende a cero 
(condición necesaria de convergencia de una serie numérica infinita). 
3,2, Series numérieas positivas. Lu serie numérica 


pa 9] 


A ET e A > Ln 


n-1 


se llama positiva, si todos los términos de la serte son números posi- 
tivos: 
1 >0, 713 >0, 13 >0, ..., tp 7>0,... 


La sucesión de las sumas parciales de una serie positiva es nia suce- 
sión creciente. Una serie numérica positiva converge, si la sucesión 
de las sumas parciales de la serie está acotada superiormente, y di- 
verge cn cuso contrario (condición necesaria y suficiente de convergencia 
de una serie numérica posiliva). 

La convergencia (o divergencia) de una serie numérica positiva 
muy a menudo se establece mediante la comparación de una serie 
numérica dada con olra, que es de antemano unn serie numérica con- 
vergunte o divergente. En la base de esla comparación se encuentra 
la siguiente propiedad de las series numéricas: scan dadas dos series 
numéricas positivas 


(A) 2422 4A- GAL pd La, 


(B) y ++. FbYn bo... 2) Yn- 


Si, comenzando por cierto número, para lodos . > N, se cumple la 
desigualdad z, < y,» entonces de la convergencia do la serie (B) 
$e deduce la convergencia de la serie (A), y de la divergencia de la 
serie (A) se deduce da divergencia de la seric (B). 
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Sea dada la seric 


00 
A 2 Tno 
n— 
cuya convergoncia es necesario cxaminar. Para demostrar la diver- 


gencia de la seriu dada es necesario construir una serie tan notoria- 
mente divergente 


QUE Yn < 2, para todos n > No. 
Para demostrar la convergencia de la serie dada es necesario 
construir una yerie tan notoriumente convergente 


00 
ta +ad bind... 2) 2n, 
que z >, pura todos n > No. , 
Para un caso gencral es muy difícil dar cualquier recomendación 


0D ob 
concreta, acerca de cómo construir las series indicadas Y! y, y DP) £p- 
nf nui 
Frecuentemente es cómodo tomar como tales series, a las series for- 
madas de Jos términos de una progresión geomótrica, las cuales en 
dependencia del valor del denominador pueden ser tanto convergentes, 
como divergentes. 
3.3. Serie armónica. La scrie numérica 


0D 


1 4 1 
AA = 
n—1 


se llama serie armónica. Cada término de tal serie, comenzando por el 
segundo, representa la media armónica de dos términos vecinos (el 


, 1 1/1 4 
; l ao a == ] a 290 ue 
número c que satisface la igualdad - rl >) se llama 


media armónica de los números a y 5). 
Una serie numérica de la forma más general 


, 00 
A =, (5) 
ne 1 


donde s es cualquier número real, se llama también con frecuencia 
serie armónica. 

La serie armónica de la forma (5) diverge cuando :* < 1 y con- 
verge si s >, 
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$ 4. Productos infinitos 


4.1. Concepto de producto infinito. Examinemos una sucesión 


numérica infinita 2,, ta, Ig - --» Zn» - - - - Formemos de la sucesión 
numérica dada una sucesión, cuyos términos son los números 
X1 = 2% Xy = 2% Xg = TI Zg -.., An = 


== Ty: Lg: Xz+ . -"Tn e. 
Si el límite de la sucesión X,, Xy, .- ., Xn, +. . existe y es distinto 
de cero, entonces se llama valor del producto infinito 
, Ty" Lg: Ty. e <p". .. 
Ast: 
1) para la sucesión numérica dada (x,) la expresión 
Ty" Tg Ig. > "Tp"... (1) 
se lama producto infinito. El producto numérico infinito (1) se designa 
00 
[Jn 
n= 1 


2) El producto de » primoros términos de la sucesión (7,,) se llama 
producto parcial del producto infinito dado: 


Xn == Ly Lg: Tz- . ."Lp> 


3) Si existe un límite X, distinto de cero de la sucesión (An) de los 
productos parciales, entonces se dice que el producto infinito con- 
verge; el límite X se llama valor del producto infinito (t) y es escribe 


X = T]"Zg: Tg:-. . "Lp. 


En caso contrario (cuando el límite de la sucesión de los productos 
parciales no existe o es igual a cero) cl producto infinito se llama 
divergente. 

. 4.2. Relación entre los productos infinitos y las series. Examine- 
mos una sucesión numérica infinita (r,), todos los términos de da cual 
son positivos. Formemos para esta sucesión un producto infinito 


Ly Lo Tn. «Tp... = a] tn. (2) 


Para la convergencia del producto infinito (2) es necesario y suliciente, 
que converja la serie infinita 


> In Za. (3) 


n=1 


Si la serie (3) converge hacia el número $, entonces también el producto 
infinito (2) converge hacia el número X = el. 
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-$ 5. Progresiones 


5.1. Progresión aritmética. Se llama progresión arit- 
mética a la sucesión, de la cual se da el primer término a,, 
y cada término siguiente, comenzando por el segundo, es 
igual al término anterior, sumado con un mismo número d. 
El número d se llama diferencia de la progresión aritmética. 
Si el número d >> (0, entonces la progresión se llama creciente; 
si d <[ 0, decreciente. 

Para que la sucesión (a, ) sea una progresión aritmética, 
es necesario y suficiente que para cualquier rn > 1 se cum- 
pla la igualdad 


_AnaziTdAns 


(7 
n ) 


Si se dan el primer término a, y la diferencia de la progre- 
sión aritmética d, entonces el n-ésimo término de la progre- 
sión aritmética se calcula mediante la fórmula 


4h = 41 + d (n — 41). 
Los términos de la progresión aritmética Gp-1, Un Y Gn+; 
(n > 1) se relacionan entre si por la igualdad 


Anel +An-1 


. An 7 > ] 


La suma de los primeros n términos de la progresión 
aritmética (a,) se calcula por la fórmula 


»  _Q1Ttln 
Su ——_—:n 


2 
o mediante la fórmula 
8. = ESA 


Una serie, que está formada de los términos de la progresión 
aritmética 


00 
aaa +... Hart... .= Ly Eos 
n= 
para cualesquiera valores numéricos del primer término a, 


y de la diferencia d será divergente (a excepción del caso 
a, == d = 0). 
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5.2, Progresión geométrica. Se llama progresión geo- 
métrica a la sucesión, de la cual se da el primer término uy, 
y cada término siguiente, comenzando por el segundo, se ub- 
tiene multiplicando el término anterior por un mismo núme- 
ro constante q de la sucesión dada. El número q se llama 
denominador de la progresión geométrica. 

Para que 1a sucesión (u,) soa una progresión geométrica, 
es necesario y suficiente que para cualquier rn > 1 se cumpla 
la igualdad 


Si se dan el primer término u, y cl denominador de la 
progresión geométrica q, entonces el lérmino n de la pro- 
gresión geométrica se calcula mediante Ja fórmula 

— —1 
Uy = Uy qa 
Los términos de la progresión geométrica Un-¿, Un Y Un+j 
(n > 1) se relacionan enlre sí por la igualdad 
2 
Us =— Un-1 . Un+t- 


La suma de los primeros n términos de la progresión geo- 
métrica se calcula por la fórmula 


So uy (1—(*) 
n Í— 4 > 
La serie numérica infinita, que está formada de los Lér- 
minos de la progresión geométrica 
Uy 


QS 
ly |. uz + tg Hoc.. + ln ho 2 ra (1) 
e. 


para |q |< 1 convergo, y su suma $ es igual 


uy , 
S= l—q , (2) 
para |q |> 1 la serio (1) diverge. 

La fórmula (2) se llama también fórmula «do la suma de 
los términos de una progresión geométrica decreciente infi- 
nita. Aquí por «progresión geométrica decreciente infinita» 
se comprende una progresión, cuyos lérminos decrecen de va- 
lor absoluto, es decir, 


e, |>Jul>!ugl>...>]unl>.... 
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S 6. Funciones numéricas 


6.1. Concepto de función numérica. Sea X e Y dos conjun- 
tos de números reales. Los elementos de estos conjuntos se 
designan con las letras x e y respectivamente. Representar 
una correspondencia entre el conjunto X y el conjunto Y sig- 
nifica indicar una regla, según la cual para cada número zx 
del conjunto X se elige uno, varios o infinitamente muchos 
números y del conjunto Y. Puede resultar que a ciertos 
números x € X no corresponde ningún número y € Y. 

Por ejemplo, si representamos una correspondencia entre 
los conjuntos de los números reales: X = Re Y = R en for- 
ma de la fórmula > 


n+y=4, 


entonces a cada número zx € (—1; 4) le corresponderán dos 
NÚMmEeros 


y=Y xt e y= —Y 1-2 


A los números z =4 y z = — 1 les corresponde un solo 
número y = Ú, y a los demás z € R no corresponde ningún y. 

Las correspondencias entre el conjunto numérico X y el 
conjunto numérico Y suelen designarse con las letras del 
alfabeto latino f, F, g, ... y se escribe 


XSY, XÉY, xS£Y .. 


La correspondencia f, que asigna a cada número dado zx 
del conjunto X un solo número y del conjunto Y, se llama 
función numérica del argumento x y se escribe 


y =/(2). 


Al mismo tiempo zx se llama variable independiente, e y, va- 
riable dependiente; el conjunto X se llama campo de defini- 
ción de la función f (x), y el conjunto Y se llama región de 
cambio (o conjunto de valores) de la función f (1). A voces el 
campo de definición y la región de cambio de la función 
y =f (2) se designan D (f) y E (f) respectivamente 

La función numérica y = f (2) puede ser definida tam- 
bién como un conjunto de pares ordenados de los números reales 
(x; f (x)) tales, que para cada x= en el conjunto de estos pa- 


$ £. Funciones numéricas 427 


res existe no más que un par con el primer elernento x. Por 
ejemplo, la función representada por la fórmula y = 2*, 
puede ser representada también como un conjunto de todos 
los pares ordenados de la forma (x; 1%). 

Si consideramos las variables z e y como courdenadas 
cartesianas de puntos en el plano, entonces el conjunto 
de los puntos del plano de coordenadas Oxy con las coorde- 
ngdas (x, f (x)) se llama gráfica de la función y =f (x). 

6.2. Procedimientos para la representación de funciones. 
Una función puede ser representada por distintos procedi- 
mientos, En el análisis matemático con frecuencia la función 
se representa analíticamente. 

Formas principales de representación analítica de una 
función: 

1) Forma explícita de representación de una función. La 
función se representa con una fórmula que indica las operacio- 
nes (y la consecutividad de su realización) que es necesario 
hacer con el valor de una variable independiente y como 
resultado de las cuales so obtiene el valor de la variable 
dependiento. 

Por ejemplo, sea que la función y = f (z) tiene la forma 


(vz 1) 


El campo de dofinición de la función dada D (f) = l0; +00). 

Tomemos cierto valor x, € D (f). Para obtener el valor 
Yo =Í (x,) con el valor x, es necesario efectuar las opera- 
ciones siguientes, de resultas de las cuales se obtiene el valor 
Yo: a) extraer la raíz cuadrada del número x,; hb) sustraor 
del valor ohtenido de la raíz cuadrada el número unidad; 
c) elevar la diferencia obtenida al cuadrado. 

Para el método analítico de representación de una fun- 
ción, la función puede ser representada para unos valores del 
argumento 7€ D, por una fórmula, y para otros valores 
del argumento ED, por otra fórmula (D, U D, = 
=D(f y DIN D, = 9). 

La función que se define por Jas condiciones siguiontos: 

f(x) 4, sizr>O0, 
flo =-—4, sizx<O, 


f (0) =0 
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puede servir como ejemplo de tal finmción en el intervalo 
(—oo; +00). Esta función tiene una designación especial: 


sign zx 


(se fee; «signuin x») y se lama «el signo del número z». 

2) Forma implícita de representación de una función. Por 
representación implícita de una función se entiendo la repre- 
sentación de la función en forma de una ecuación con dos va- 


riables: 
FP (zx, y) == 0. (1) 


La ecuación (1) representa una función sólo en el casa, cuan- 
do el conjunto de los pares ordenados (2: y) que son la sotu- 
ción de la ecuación dada es Lal, que para cualquier número zx 
existe en este conjunto no más que un par (Zo; Y,) con el 
primer elemento Zp¿. Por ejemplo, la ecuación 


xy —1=0 


representa una función, mientras que la ecuación que tiene 
la forma 


a+ y? = 1 


representa no una función, sino una correspondencia, puesto 
que entre el conjunto de los pares ordenados (2; y), que son 
la solución de la ccuación dada, se hallan, por ejemplo, dos 
tales pares con el primer elemento coincidente: 


(5: 3) 

2 * 2 
3) Furma paramétrica de representación de una función. 

Para la representación paramétrica do una función los valo- 


res correspondientes entre sí de las variables x e y se expre- 
san mediante el tercer valor llamado parámetro: 


r=0q (0, y =v(). | 


En ciertos casos la función, representada en forma para- 
métrica, puede ser escrita también en forma explícita. 
Por ejemplo, la fuución, representada en la forma para- 
métrica: 


x=sent y=cost, tE l—1/2, a/21, 
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udmite la expresión en la forma explicita: 


y=V 1—a. 


Además del procedimiento analítico de ropresentación, la 
función puede ser representada lambién: 

1) por la tabla de sus valores o por la regla de cálculo de 
la tabla; 

2) por una gráfica. 

6.3. Suma, producto, diferencia y cociente de dos fun- 
ciones. 

Las funciones Í (1) y g (x) se Haman ¿iguales en la parte 
común de su campo de definición F (f) N D (g), si f (x) = 
= g (2) para todos ED (f) NM D (g). 

La función $ (x) que se representa por las condiciones: 

1) El campo de definición de la función S (1) (si no hay 
restricción especial) es parte común de los conjuntos D (f) 
y D (g), es decir, 


D(S) =D (WN DP (e). 


2) El valor de la función S (1) en cada punto zy € D (S) 
se calcula como la suma de los valores de las funciones f (x) 
y £(x) en el punto zo; 


S (10) =f (Zo) + E (Zo), 


se llama suma de dos funciones f (1) y g (x), definidas en el 
conjunto de los valores de la variable independiente D (f) 
y D (g) respectivamente. 

Análogamente se define la diferencia, el producto y el 
cociente de dos funciones, además el cociente de dos funcio- 
nes 


f (2) 
g (2) 


está definido sólo para aquellos valores zED(f N D (0, 
para los cuales la función g (xr) no se anula. 

6.4. Función compuesta (superposición de funciones). 
Sea y =f (x)una función numérica con un campo de defini- 
ción D (f) y una región de cambio (conjunto de valores) E (f), 
y z=E (y), una función numérica, representada en el 
conjunto E (f) o en cierto subconjunto suyo, con una región 
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de cambio £¿ (g). La correspondencia que asigna a cada 
número dado z del conjunto D (f) un solo número y del con- 
junto E (f), y al rúmero y un número solo z del conjunto 
E (8), se Uama función compuesta (o superposición de las 
funciones y =f(x) y 2 = g (y)) y se escribe: 


2 = 8 (f (x)). 


La mayoría de las funciones que se estudian en las mate- 
máticas elementales y en el análisis matemático pueden ser 
consideradas como funciones compuestas. 

Por ejemplo, la función 


=VF A 


puedo ser representada como una superposición de dos fun- 
ciones: 
y =f (2%) se llama par, si 


y=Vx, 2=:y—/1. 


6.5. Funciones pares e impares. La función numérica 
y =f(Y) se llama par, si 

1) el campo de definición de la función es simétrico res- 
pecto al punto O del eje numérico (es decir, si el punto 2, 
pertenece al campo de definición de la función); 

2) para cualquier valor de una variable independiente, 
perteneciente al campo de definición de la función, se cum- 


ple la igualdad 
f (1) = f(—1). 


La función numérica y = f (5) se llama impar, si 
- 1) el campo de definición de una función es simétrico 

respecto al punto O del eje numérico (es decir, si el punto z, 
pertenece al campo de definición de la función, entonces el 
punto —Z¿ pertenece también al campo de definición de la 
función); 

2) para cualquier valor de una variable independiente, 
perteneciente al campo de definición de una función, se 
cumple la igualdad 


f (1) = — $ (—2). 
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La gráfica de una función par es simétrica respecto al 
eje de coordenadas, y la gráfica de una función impar es si- 
métrica respecto al origen de coordenadas, es decir, es 
simétrica central. 

Propiedades de funciones pares e impares: 

1) la suma, diferencia, producto y cociente de dos fun- 
ciones pares es una función par, 

2) la suma y diferencia de las funciones impares es una 
función impar, y el producto y cociente es una función par. 

La demostración de la paridad (o imparidad) de una fun- 
ción y = f (zx) se efectúa de la manera siguiente. Se aclara la 
simetria del campo de definición de la función y = f (1) 
respecto al punto O del eje numérico. Si el campo de defini- 
ción de la función no es simétrico respecto al punto O, enton- 
ces la función no es ni par, ni impar. Si el campo de defini- 
ción de la función es simétrico respecto al punto O, enton- 
ces pasan a la verificación de la validez de las igualdades 


f(x) = 
Í (2) =—1 (2), (a) 


Si se cumple la primera de las igualdades (2), entonces la 
función f (1) es par; si se cumple la segunda, la función es 
impar. Si no se cumple ninguna de las igualdades expuestas 
aquí, entonces la función no es ni par ni impar. 


Ejemplos. 1. La función f (x) = == no es par y noes 


impar, puesto que su campo de definición no es simétrico res- 
pecto al punto O (en el punto z = 1 la función está deter- 
minada, y en el punto z = —1 no está determinada). 


2. La función f(x) = Ó tiene un campo de defini- 


ción simétrica respecto al punto O, pero no es ni par ni im- 
par, de lo que os fácil convencerse basándose en Jos cálculos 
siguientes: 


Y E 
(9 LEE, 


—H—2)= A __ pm _ po. | 
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No es difícil observar que 

N—DX*4/H0) y —f(-23%f (3). 
3. La función f (1) = + d tiene un campo simétrico de de- 
finición respecto al punto O del eje numérico y satisface la 
primera de las igualdades (2): 


laa 


Por consiguiente, la función f (2) = 
par 


es una función 


at— 1 


6.6. Funciones periódicas. La función f(x) se Jlama pe- 
riódica con el período 7 (7 es cierto número real, distinto 
de cero), si 

1) para cualquier valor del argumento x del campo de de- 
finición de la función los valores z + T y z — T perlenecen 
también al campo de definición de la función; 
2) para cualquier x del campo de definición de la función 


f(x) =f (2 + T) o f (2) =f (2 — T). 


Por período de una función se suele entender el mínimo de 
todos los periodos positivos (si tal período existe). En este 
caso todos los períodos de las funciones son múltiples de su 
mínimo período: 


T =kTo, 


donde T, es el mínimo período positivo de una función, 
y k es un número entero, distinto de cero. 

Existen funciones periódicas que no tienen un período 
mínimo positivo. La función de Dirichlet, definida por las 
condiciones 


Día) O, si z es rucional, 
Z)= , 
1, si x es irracional, 


es un ejemplo de tal función. 

La demostración de la periodicidad (o no periodicidad) 
de una función consiste en hallar su período (o en demostrar 
que no existe el número 7, quesatisface las condiciones 1), 2)). 

Ejemplos. 1. Hallar el período mínimo de la función 
f (x) = sen (ez -+ b), donde a 40. 
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Resolviendo la ccuación sen (ar + b) = sen la (x + 
+ T) + bd] respecto al valor 7, obtendremos 


TA 2, EZ, (3) 
Tr, nel. (4) 


El valor F que se define por la fórmula (3) no satisface la 
definición de período, puesto que T es una función de z. 
De la fórmula (4) hallamos que el mínimo período positivo 
de la función sen (az + b) es el número 2x1/ | a |. 

2. Demostrar la no periodicidad de la fuución f(x) = 
= sen (2). 

Supongamos que existe un número 7%0 tal, que 
sen (12) = sen (1 + T) para cualquier x. Sin embargo, resol- 
viendo esta ecuación respecto al valor 7, obtenemos que £ 
depende de z, y, por consiguiente, la función es no periódica. 

6.7. Funciones acotadas. La función f(x) se llama aco- 
tada superiormente, si existe tal número M4, que para todos 
los valores del argumento del campo de definición de una 
función se cumple la desigualdad f (1) < M, y acotada in- 
leriormente, si existe tal número rr, que para todos los 
valores del argumento del campo de definición de una fun- 
ción se cumple la desigualdad f (1) > m. 

Una funeión acotada superior e infleriormente se Mama 
simplemente acotada. 

Ejemplos. 1. La función z* es, por ejemplo, acotada in- 
feoriormente por el número Ó y no acotada superiormente. 

2, La función — Y z es, por ejemplo, acotada superior- 
mente por el número 1 y no acotada inferiormente. 

3. La función sen z es, por ejemplo, acotada superior- 
mente por el número 1, e inferiormente por el número —4. 

Ejemplos de funciones no acotadas.: 


Ha)=a%, f(a)=tgx, fa)=, 


6.8. Funciones monótonas. Sea la función f (x) definida 
en cierto intervalo (a; b). 

La función f (x) se llama creciente en el inlervalo (a; b), 
si para cualquier par de valores x, € (a; b), zx, € (a; b) de la 
desigualdad zx, >> x, se deduce la desigualdad f (x,) > f (23), 
2801477 
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es decir, a un valor mayor del argumento le corresponde un 
valor mayor de la función. Si de la desigualdad x, > xa se 
deduce la desigualdad f (2,) > f (x%,), entonces la función se 
Mama no decreciente. 

La función f (x) se llama decreciente en el intervalo (a; db), 
si para cualquier par de valores z, € (a; b), x,€ (a; b) de la 
desigualdad zx, > x,se deduce la desigualdad f (x,) < f (27), es 
decir, a un valor mayor del argumento le corresponde un valor 
menor de la función. Si desla desigualdad x, > xr, se deduce 
la desigualdad f (2,)< f (x,), entonces la función se llama 
no creciente. Las funciones crecientes y decrecientes se 
llaman funciones monótonas. 

Puede suceder que la función f (x) no es monótona en todo 
el campo de su definición, sin embargo para una partición 
conveniente del campo de definición de la función en 
cierto (posiblemente, infinito) número de intervalos, que no 
se intersecan, resulta que la función es monólona en cada 
uno de esos intervalos (en unos es decreciente, en otros es 
creciente). Tales intervalos se llaman intervalos de monoto- 
nía de una función. 

Ejemplos. 1. La función y = x?, definida en todo el eje 
numérico, en el intervalo (—oo; 0) decrece, y en el interva- 
lo 10; +00) crece. 

2. Demostrar la monotonía de la función f (2) = Y z. El 
campo de definición de Ja función es el intervalo [0; +00). 

Examinemos la diferencia 


Ha)—1()=V zx, —Y 22. 


donde z, y z, son los valoros del argumento del campo de de- 
finición de la función y x, > z,. La diferencia Y x, — Y x, se 
puede representar en la forma 


= 2 (Va —Vid(Vau+Vz) T—2 
Ty - 02 VW nt Vr). nn 

v : V ? Vx, +V 2, Vzi+ V za 
Puesto que 2, >, Y V z, +Y z, > 0, entoncos V z, — 
—Y 2, >0Ú y, por consiguiente, la función f (1) = Y z es 
creciente. 


Condición suficiente de monotonía de una función, Sea la 
función f (x) definita y diferenciable en el intervalo abierto 
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(a; b). Para el crecimiento de la función f (c) en el interva- 
lo (a; $) es suficiente que la derivada de ta función dada sea 
positiva para todos zx € (a; b), y para el decrecimiento de la 
función es suficiente que la derivada sea negativa para 
todos zx € (a; bh). 

La condición de monotonía formulada to es necesaria, 
pues se puede citar aquí ejemplos de funciones mobótonas, 
cuya derivada se anula en un número finito (y hasta infinito) 
de los puntos del intervalo (a; b). Un ejemplo simple de tal 
función es la función 


f(x) = e? 


Ella crece para todos 7 € R y tiene una derivada, igual 
a cero en el punto O, 

6.9. Funciones recíprocamente inversas. Sea y == [(x) 
una función numérica con un campo de definición D (f) 
y una región de cambio (conjunto de valores) £ (f). Más 
adelante, para hacerlo más simple, supongamos que los con- 
juntos D (f) y £ (f) representan ciertos intervalos. 

Elijamos un valor y, del conjunto de valores de la fun- 
ción £ ($); entonces en el conjunto D (f) obligatoriamente se 
halla por lo menos un valor x = zy tal, que 


f (x,) = Yy> 


Examinemos las funciones, las cuales a cada valor y, de 
la región de cambio de la función le corresponde un solo va- 
lor zx, del campo de la definición de la función. La corres- 
pondencia que asigna a cada número dado y¿ del conjunto 
E ($) un solo número za del conjunto D (f) se llama función 
inversa a la función f, y se designan com el simbolo f”*. 


x = [7 (y). 


No toda función tiene función inversa. Las funciones, 
para las cuales existen funciones inversas se Nlaman inversi- 
bles; las funciones f y f7! se Haman reciprocamenre inversas. 

Para que la Íuución y = f (2), definida en el intervalo (a; b), 
tenga una función inversa, es necesario que sea continua ?) y monó- 
tona (creciente o decreciente) en este intervalo. Entonces la función f-* 
también será monótona y continua en el conjunto de valoros de la 
función f (x). 


*) Sobre la continuidad de una función véuse p. 9.1. 


28% 
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Puedo ser que en ciecto intervalo (a; 6) la función es continua, 
pero no es monólona en este intervalo. Partamos el intervalo (a; 4) 
en ¡intervalos 


Ar» Xq» Xy : 


de tal manera que en cada uno de éstos la función dada sca monótona. 
Entonces en cada uno de los intervalos X,. Xa, Xa, - - . la lunción 
dada tendrá una función inversa. Por ejemplo, la función f (+) = x? 
con la región de definición (—oo; +00) es ininvertible, Partiendo el 
campo de definiciones en dos intervalos (—oo; 0) y [0; +00), es fácil 
convencerse de que en cada uno de estos intervalos la función es con- 
tinua y monótona, y por eso en cada uno de los intervalos indicados 
para la función dada existe una Junción inversa. En el intervalo 
(—o0; 0) tal función será la función z= — Y y, y cn el intervalo 
[03 +00), la función x = V y. (Aquí y Juega el papel de la variable 
independiente, y x, el papel de la 
variable dependiente). Las práficas 
de las funciones directa e inversa en 
el intervalo f0; 4-00) se muesiran en 
la fig. 8 


=p? 
y yx 


Propiedades de las funcio- 
nes recíprocamente inversas: 

1) Si la función f7! es inversa 
para la función f, entonces tam- 
bién la función f es inversa 
para la función f7?. 

2) El campo de definición de la función f es la región de 
cambio de la función f7!*, y la región de cambio de la función 
f es el campo de definición de la función f”!. 

3) Las gráficas de las funciones reciprocamente inversas 
son simétricas con respecto a la bisectriz del primero y tercer 
ángulo de coordenadas del plano de coordenadas Oxy. 


Fig, 8,4. 


$ 7. Límite de una función 


7.1. Concepto de límite de una función. Sea f (x) una 
función numérica con campo de definición D (f). En adelan- 
te, para mayor sencillez, supongamos que D (f) representa 
cierto intervalo finito o infinito del eje numérico. 

De los valores del argumento de la función f (z) construi- 
mos una sucesión 


Zar Zas Tar.) En (2H ED (f), MEN), (1) 
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qne converge hacia cierto número e, el cual, cn general, puede 
ño pertenecer al campo de definición de la función: 


lim x, =4. 


RN +00 


Los valores de la función f (x) en los puntos 
Xi, To, La, .- ...«3 Tn, .. .. 


forman una sucesión de valores de la función f(x): 
f (x,), f (zp), (tg, s ...y Í (2). so. AN E N. (2) 


El número A se llama límite de la función f (x) para x que 
tiende a a, si para cualquier sucesión que cojamos (1) con 
límite a, la sucesión que le corresponde de valores de la 
función (2) converge hacia el número A. El hecho de que el 
número A es límite de la función f (1) para zx, que tiende 
hacia a, so escribe como sigue: 


lim f (2) =- 4. 


x-»0 


lixiste también otra definición equivalente de límite de 
una función: 

El número Á se llama límite de la función f (x) para z, 
que tiende hacia a, si para cualquier número positivo € se ha- 
lla tal número positivo Ó, que depende de €, que para todos 
zx X%a, pertenecientes al campo de definición de la función 
y que satisfacen la desigualdad 


[z—a|<6, 
se cumple la desigualdad 
IA —A]<e 


Ejemplos. 1. Demostrar que el límite de la lunción Í (12) = 
=VY 1 para x, que tiende hacia « (a > 0), es igual a Y e. 

La demostración la realizaremos aplicando la segunda de- 
finición de límite, es decir, moslraremos que para cualquier 
número € 7>0 se halla tal número 8 >0U (para cada e, es 
posible el suyo), que para todos 7, pertenecientes al campo 
de definición de la función, de la desigualdad 


lz—ai<Ó 
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se deduce la desigualdad 
IYz—Val<e. 


La expresión |Y z — Y a ] se puede reducir a la forma 


_ Sr TA jr—a] [z—a]| 
TIT — a i= | ————— ll == A A AA AAÁáA 
Mz Va! Vi4 Val 1|yYz4+ Val Vz14+Va 


Suprimiendo en el denominador de la última fracción el 


sumando no negativo Y z y aumentando de esta manera la 
fracción, obtendremos 


Iy=—y23 [SL (3) 


Luego, al tomar Ó == egY a, obtenemos, que de la desigualdad 


lz=-a|<Ó 
se deduce la desigualdad 
lIr—a] Ú lz—a] 
CIC CA 


y en vigor de ta desigualdad (3) 


VMz—Va [<e. 


Así pues, para cualquier £ > O existe tal 6 > O (es decir, 
$ = eY a), que para los x, que satisfacen la desigualdad 
jz—a|< 56, secumple la desigualdad |Y z —Y a |< e. 
Sin embargo, con tal elección 0 puede resultar que no para 
todos las valores í, que satisfacen la desigualdad |x — a | < 
< $, se cumple la desigualdad |Yz—Va|< €, puesto 
que entre los valores z que satisfacen la desigualdad 
|z—a |< Ó, pueden existir valores, menores que céro, es 
decir, los que no eutran en el campo de definición de la 
función f (1) =Y z. 

Eligiendo ahora en calidad de 6 el mínimo de los números 
eY a y a, obtenemos, que para todos los valores x que satis- 
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facen la desigualdad 
[za] <Ó, 
so cumplirá Ja desigualdad 


¡yz —Ya [<e, 


es decir, el número Y a es realmente límito de la función 
f (2) = Y z para x que tiende hacia a. 
2. Demostrar que el limite de la función 


313. 3 
¡a 
para zx, que tiende hacia — 1, es igual a —6. (El campo de de- 
finición de la función dada: (—oo; —1)U (—1; -+00).) 
Demostremos, que para cualquier e > O existe tal valor 
6 = 6 (£) > 0, que para todos re — 1, que satisfacen la 
desigualdad |x +41 |<óÓ, se cumplo la designaldad 


dt 


aa 6| <e. 
Efectivamente, para z=>£— 1 lenemos 


320 — 3 3 (2-+ 4) (2 —1) 
EE ol: 
=| 2 46 =3l12+4). 
Al tomar, por ejemplo, Ó = e/3, obtendremos que de la des- 
igualdad ]x +41 ]|<6 = e/3 se desprende la desigualdad 
3|x+j1]<e o 
312 — 


+1 


lo que queda completamente demostrado. 
3. Demostrar que la función 


=46|<e, 


f (1) = sen - 


no tiene límite para x que tiende a cero. 
Realicemos la demostración, utilizando la primera defi- 
nición de límite. Construyamos dos sucesiones de los valores 
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del argumento: 
2. 2, et. 
ba? Mr? “7 m(1dJ4n)? 277” (4) 
2 


2 1 
Fa? Una? "* n(a+4n)? 7 
Ambas sucesiones convergen hacia el número 0. Las sucesio- 


nes de los valores de la función 
1 
f(x) =: sen +» 


gue corresponden a las sucesiones construidas (4) y blicnen 
0 EP 


la forma 
1i1tdidi.. 
—4:3 —di 3. ...3 —1; 


Los limites de estas sucesiones serán los números 1 y —1 res- 


pectivamente, 


valores del argumento de la función 
1 

f (1) = sen — 

x 


De esta manera, están construidas dos sucesiones de los 


tales, que las sucesiones respectivas de los valores de la 
función dada tienen distintos límites; por consiguiente, la 
función dada no tiene línite para x, que tiende a cero. 


7.2. Teorema sobre límites de funciones. 
1) Si la función f (z) tiene límite para 7, que tiende ha- 


cia a, entonces este Jímite es único. 
2) Si las funciones f (7) y g (x) tienen límites para z, 
que tiende hacia a, entonces las funciones 
f(x) 
Motero, fer) 
también tienen límites para x, que tiende hacia a, además 


= lim f (1) + lím £ (2), 


«Yin [f (2) + £ (12)] = 
lim g (2), 


lím f(x) -£ (1)] =lím f (x)- 
lim f (a) 


Fl f(x) _, Non 
lim g(z) —— lím g (2) ' 
A-.a 
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(En el último caso se supone que la función g (x) no se 
anula en un entorno suficientemente pequeña del punto 


ay lím g(x)+0.,) 


X (1 


3) Si para x que tiende hacia a, la función f (z) tiene 
límite, igual a A, y este límite es mayor que cierto número €, 
entonces para loz valores bastante aproximados a a, x y la 
misma función f (x) satisface la desigualdad 


f(x) ><. 


Utilizando los teoremas formulados más arriba, halle- 
mos el limite de la función 


pa) LE 


para z, que tiende hacia 4. La aplicación directa del teorema 
sobre el límite del cociente es aquí imposible, puesto que el 
límite de Ja función que se encuentra en el denominador de la 
fracción es, para z—=> 4, igual a cero. Por eso, antes de aplicar 
oste teorema, realicemos las transformaciones siguientes: 


yYFEer—3_ (W1IF2—3) (V 1427 --9) _ 
Y z—2 (y z—2) (Y 1+F2z +3) 
2a—8 2 (14) 


VTA IVA 


_ 2 (Vr y 2-2  _ 2l(Vz+2) 
(Yrx—2(y1iF2ir+3) yIF224+3' 


El límite de la función que se encuentra en el denomina- 
dor de la última fracción para r—- 4 existe y es distinto de 
cero, y el límite de la función que se encuentra en el numera- 
dor de la fracción existe también. Por eso para la última 
expresión ya es aplicable el teorema sobre el límite del 
cuciente: 

o VET az) + 

im ——— > lim Vias ——_—____——_ 2, 
x=» (y yi—2 x-rú y1 11-27 -)- 3 tra ( y 142z +3) 
xX-e 
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Utilizando en adelante los teoremas sobre Jos límites de 
la suma y del producto de las funciones, obtendremos 


lim (2 PM 74-4) 2 lím Y I+Tím 4 

xa h a— xi x-"» h , 
lím Y1+422+3) — lim P1+2z --lím 3 
x>4 xo ¿4 ax 6 


Teniendo en cuenta ahora que  lím Yzx=V Aa (a > 0), 
x-» a 
tenemos 


9lim Yz-elí 
am YE imá 4p4 4 


“o. 
o. 


lim Y1i+2z + lim3 343 3" 
xcá xo bh 


Asi pues, 


lím É1+223_ 4 
ros Y x—2 3 


Sin embargo observemos, que aquí, al igual que para calcular 
los límites de las sucesiones, ponemos «ilegalmente» el signo 
de igualdad entre las dos expresiones, las cuales se obtienen 
como resultado de la aplicación del teorema sobre el límite 
del cociente, puesto que la afirmación de que existen limites 
del numerador y del denominador no fue demostrada. Sólo 
más tarde, al aclarar que estos límites existen, argumenltamos 
la validez de la unión de estas dos expresiones por el signo 
de igualdad. 


7.3. Condición necesaria y suliciente para que exista el límite 
de una Función (criterio de Cauchy). Para que la función f/ (x), para 
z que tiende hacia e, "tenga un límite, es necesario y suficiente que 
para cualquier e > 0 exista un número positivo Ú (en general, de- 
pendiente de e) lal, que 


(0) —f(20| < e, 


cuando 0 < (xr —al SÓ y O<l|x* — a] <Ó, donde zx” y z” son 
puntos del campo de definición de la función f (2). 

7.4. Algunos límites básicos. 

1) lítm — ==f, 


x—(f) 


2) lim (1+:)1/x=e, 
x-»(0 
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x xo 
3) lím* - ¿An a, lím == A, 


x — () 2 -» 0 
pa 
4) lim 220473 109,0, lí MEA 4, 
x—U E Ñ a. () Y 


$ 8. Infinitésimos 


8.1. Concepto de variable infinitamente pequeña. Una función 
numérica f (x) se llama Junción infinitamente pequeña (o infinitésimo), 
si cuando x tiende hacia «a, el límite de la [unción f (x) existe y es 
igual a cero. 

Con otras palabras, la función f (1 se llama ¿nfinitamente pequeña 
cuando = tiende hacia a, si para cualquier número € << () se halla tal 
número positivo Ó, dependiente de e, que para todos x + a, pertene- 
cientes al campo de definición de la función y que satisfacen a la 
desigualdad 


|z — a) XÁ ó, 
se cumple la desigualdad 
If (01 < e. 


Subrayemos, que el infinitésimo se debe comprender como una 
varlable, la cual en el proceso de cambio (para x — a) se hace menor 
que el número arbitrario e. Por eso, por ejemplo, la afirmación de que 
«una millonésima es una variable infinitamente pequeña» es errónea: 
no tiene sentido decir que un número es infinitamente pequeño. 

Ejemplos de infinitésimos: 


f(x) = xr? para z, tendiente a cero; 
f(x) = cos x para z, tendiente a n/2; 
fía) =Inx para x, tendiente a la unidad. 


8.2. Comparacion de los infinitésimos. Los ejemplos citados de 
distintos infinitésimos nos llevan a la idea de, si unos infinitésimos 
no tenderán a cero «mas rápidamente» que otros. Ante todo, tenemos 
que determinar que debe entendersu por la palabra «más rápidamente», 
es decir, cómo comparar dos infinitésimos. 

Dos infinitésimos a (7) y f (z) para x, que tiende hacia a, se com- 
paran de la manera siguiente. Examinemos la razón de estas variables 


B (2) 


a (x) 


(en este caso se supone que la variable que se encuentra en el deno- 
minador de la fracción es distinta de cero, por lo menos, para los 
valores z, bastante aproximados al número a) y cualculemos el límite 
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de da razón 


para <, que tiende hacia a. 
1) Si da tazón PU) tiene un limite distinto de cero para z, que 
44 (7) 


tiende hacia a, entonces los infinitésimos a (2) y $ (2) se consideran 
del mismo orden. y 
P (2) 


que liende hacia a, entoncos el infinitésimo f (+) se considera de orden 
seperlor en comparación con el infinitésimo a (x), y el infinitésimo 
a (2) se considera de orden inferior en comparación con la variable f (x). 

Por ejeruplo, para x que tiende a cero serán infinitésimos de un 
mismo orden los siguientes pares de funciones: 


alp=x, B(r)=Yitfz—-1; 
aflr)=x, P(x)=senx. 


2) Si la razón resulla ser ella misma un infinitésimo para zx, 


Para x, que tiende a cera, el infinitésimo f (2) = 1 — cos q será un 
infintiésimo de arden superior en comparación con el infinitésimo 
a (1) = x<, puesto que 


XT 
Ñ ¿sen? — 
lim BY tim 40082 tim 2 -— 
x»0 0(2) xa — () Y x->0 E 
E Y 
sen? — sen 3 r 
= lim ——— = lim —— .lím sen-—> ==1+0=0. 
x-»U + x=» () LA O 2 
2 2 
a - . . . XL 
3) Si pura z, que tiende hacia a, ed limite de la razón Eno 
Y 
a (1) 


existe, y el limite de la razón es igual a cero, entonces el infinité- 


simo % (2) se considera de orden superior ea comparación con la va- 
riable $ (2). 
4) Si para x, que líendo hacia a, ninguna de las dos razones 


o, (1) P (z) 
B(z)” a(z) 


no tiene límite, entonces los infinitésimos a (7) y f (z) se consideran 
incomparables entre sí. 


Por ejemplo, Jos infinitésimos a (1) = xx y B (xr) = zsen - 


para zx, que tiende a cero, son incomparables entre sí, 
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El inJinitésimo de orden superior con respecto al inlinilésimo 
a (2) suele designarse con el simbolo e (2). 

lil infinitésimo f (7) se llama infinitéstno de keésimo orden con 
respecto a la variable a (2), si Jas variables f (2) y a (7) son del mismo 
arden. 

Por ejemplo, pata x, que tiende a cero, el infinitésimo P (2) = 
= 4 — cos zx con respecto al infinitésimo a (7) — x será un iníimité- 
simo de segundo orden, puesto que 


lim ] —C€COS z o 4 
il q? 2” 


$ 9. Continuidad de las funciones 


9.1. Concepto de continuidad de una función. Con el 
concepto de límite está estrechamente relacionado olro Con- 
cepto importante del análisis matemático, el concepto de 
continuidad de una función. 

Examinemos una función f (x), defínida en cierto inter- 
valo. Sea zx, cierto punto de este intervalo, en el cual la 
función tiene un valor bastante definido f (x,). 

Cuando formulamos el concepto de límite de una función 


lim f(x) 


XxX 


se subrayaba, que el número To puede no pertenecer al campo 
de definición de la función f (x) (véase p. 7.1), y si es que 
el número x, pertenece al campo de definición, el valor de la 
función en este punto no nos interesaba para el estudio del 
límite. 

Sin embargo, representa un gran interés precisamente el 
caso, cuando 


lim f(2)=f (20). (1) 


X-"Xo 


Se dice que la función f (2) es continua en el punto Zy, si 
se cumple la igualdad (1); si la ignaldad (1) no se cumple, 
entonces se dice que en el punto z, la función tiene discon- 
tinuidad. 

De esta manera, la aclaración del problema sobre la con- 
tinuidad de la función f (2) en cualquier punto x,, pertene- 
ciente al campo de definición de la función, se reduce a cal- 
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cular el límite de la función en el punto z, 


lím f(x) 


x= Xa 


y a verificar la validez de la igualdad (1). 

Si la función / (7) está definida en el intervalo (a; b) 
y es continua en cada punto del intervalo, entonces se dice 
que la función es continua en este intervalo. 

9.2. Teoremas fundamentales sobre las funciones conti- 
nuas. 

1) Si las funciones f (2) y £ (2) están definidas en el in- 
tervalo (a, b) y son continuas en el punto z, € (a; b), en- 
lences en este punto las funciones 


noz. eo. 19 


también son continuas (la última función es continua 
a condición de que g (xa) y 0). 

2) Si la función y = f/ (x) es continua en el punto Zo, 
y la función £ (y) es continua en el punto yo —= f (z,), enton- 
ces también la función compuesta g (f (2)) es continua en el 
punto z.. 

3) Primer teorema de Bolzano — Cauchy. Si la función 
f (x) está dada en cl intervalo la; b] y es continua en el inter- 
valo (a; b), y si en los extremos del intervalo los valores de 
la función f (a) y f (b) tienen Jos signos distintos, entonces 
entre a y b existe (por lo menos uno) tal valor z,, para el 
cual f (7) se anula: 


y (2) = 0 (x, € la; 0). 


Ei teorema de Bolzano — Cauchy halla una aplicación 
bastante inesperada para la solución de las ecuaciones alge- 
braicas, que permite, precisamente, demostrar que cualquier 
ecuación algebraica de potencia impar con cocficientes rea- 
les 


ago at... q Ap Ha, =0 
tiene por Jo menos una raíz roal. 


Para los valores z, suficientemente grandes por su valor 
absotuto, el polinomio que se encuentra en el primer miem- 
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bro de la ecuación tiene el signo del término mayor, es decir, 
para > 0, el signo as, y para << 0, el signo contrario. 
Puesto que un polinomio es una función continua en todo el 
conjunto de números reales, entonces, según el Leorema de 
Bolzano — Cauchy, obligatoriamente se halla tal punto Za, 
en el cual este polinomio se anula, y, por consiguiente, la 
ecuación algebraica se reduce a una identidad. 

4) Primer teorema de Welerstrass. Si la función f (x) 
está definida y es continua en el intervalo la; b], entonces 
es acotada en este intervalo, es decir, existen tales dos 
números m y M, que para cualquier zx € [a; b] tiene lugar la 
desigualdad 


m< f (1) E M. 


9.3. Continuidad de las funciones elementales. Utilizan- 
do la definición de continuidad de la función en un punto, es 
fácil demostrar que las funciones f (1) = c y f (12) = z son 
continuas en cualquier punto del eje numérico. De la conti- 
nuidad de estas funciones según el teorema 1) se deduce la 
continuidad de una función racional entera 


f(x) = ag" + ar A... at th Aa 


y la continuidad de una función racional para todos los valo- 
res x que no anulan el denominador 


j (2) _ A ST E TA 
dy? +0, 1771 > e... +bm-17 Fóm " 


De la definición de continuidad (1) se puede deducir la 
continnidad de las funciones son « y cos z. J)e la continuidad 
de estas funciones en vigor del teorema 1) se desprende que 
las funciones tg x, ctg zx, sec z y cosec x también son conti- 
nuas para todos los valores del argumento, perlenecientes al 
campo de definición de las funciones. 

La continuidad de las funciones trigonométricas inversas 
se dedico de las propiedades de las funciones inversas (véase 

3. ). 

La función potencial x%, la función exponencial a* y la 
función logarítmica log,z son continuas en el campo de su 
definición. 


CAPÍTULO 9 


Elementos del cálculo integral 
y diferencial 


S 1. Derivada 


1.1.Concepto de la derivada. Sea f(x) cierta función, 
definida en el intervalo (a; b), y x, cierto punto fijo de este 
intervalo. Tomemos un punto arbitrario x del intervalo 
la; b) y hagamos una diferencia 


l — Ig 


La diferencia x — x, se lama incremento del argumento de la 
función f (1) y se designa Az: 


lt — To —= Az. (1) 


La diferencia entre el valor de la función en el punto 
r =zy + Ár y el valor de la función en cl punto xy: 


Í (Zo + Ax) — f (20), (2) 


se llama incremento de la función f (x) en el punto x,. El 
incremento de Ja función f (x) en el punto zx, se designa 


Af (24): 
f (to + Az) — f (20) = Af (zo). 


Puesto que el punto zx, se considera fijo, el incremento de 
la función Af (z,) será la función del incremento del ar- 
gumento Ázx. 

Se llama derivada de una función f (z) en el punto z, al 
límite de la razón entre el incremento de la función Af (z,) 
y el incremento de la variable independionte Áx para Azx 
que tiende a cero: 


lám Í (Zo Ll (2) 


Ax=>»0 
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Si este limite cxiste, entonces se dice que la función 
j (x) tiene una derivada en el punto «y o que la función f (x) 
es diferenciable en el punto xo. 

La derivada de la función en cl punto 7, se designa 


Pay LE o Pai 


dx 


De csta manera, 


ados Jim fro 4- Ar) $ (20) 
SO 2x>0 dz 


Se dice que la función f (x) es diferenciable en el intervalo 
(a; Dd), si es diferenciable en cada punto de este intervalo. 
La derivada para el valor dado 
z= £p (si existe) es un número 
definido; si la derivada existe en 
todo el intervalo (a; b), es decir, 
.en cada punto del ¡intervalo 
(a, b), entonces ella misma es 
función de z. 

1.2. Ecuación de la tangente 
a la gráfica de una función, 
representada en forma explícita. Vig. 9.1. 
Sea f (x) cierta función, diferen- | 
ciable en el punto xp; (to; Yo = 
= j (x,)) son las coordenadas del punto que pertenece a 
la gráfica de la función y = f (x). En el sistema de coor- 
denadas cartesianas rectangulares Oxy la ecuación de la 
tangente a la gráfica de la función y =f (x) que pasa por 
el punto (ro; Yo) tiene la forma 


Y — Yo = f' (o) (x = 24). 


El valor de Ja derivada f” (2) en el punto x, es igual a la 
tangente del ángulo de inclinación de una tangente (fir. 9.1): 

1.3. Sentido físico de la derivada. Supongamos que un 
punto material se mueve por una recta hajo la acción de cjer- 
tas fuerzas. Elegimos un momento cualquiera de tiempo tl, 
y examinemos el intervalo de tiempo At desde el inomento £, 
hasta el momento 


14 —= Lo + At. 
29-01477 
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Durante este intervalo de tiempo el punto hará un recorrido 
que designaremos AS (£,). Según una conocida definición de 
física, la razón 
AS (t4) 
Al 


es la velocidad media del movimiento del punto en un tiempo 
igual a At. Examinemos Jos intervalos At cada vez más pe- 
queños, tendiendo Af hacia cero. f5l límite de la razón 


lim Y ) 
3t>0 


es la velocidad momentánea del punto en el momento de 
tiempo to. 

1.4. Teoremas de las derivadas. 

1) Si la Iunción f(x) es diferenciable en el punto zp, 
entonces y la función c-f (x) (ce es constante) también es di- 
ferenciable en el punto zp, además 


le f (2)ix, =€ f (Lo), 


es decir, el factor constante se puede sacar del signo de la 
derivada. 

2) Si das funciones f (x) y g (x) son diferenciables en el 
punto x,, entonces también las funciones f (1) + € (zx) 
y f(x) — g (x) son diferenciables en este punto, además 


Fa) E 8 (Edu=zs =P (20) + E” (20), 


es decir, la derivada de la suma (diferencia) de dos funcio- 
nos es igual a la suma (diferencia) de sus derivadas. 

3) Si las funciones f (1) y g (zx) sou diferenciables en el 
punto Z,, entonces las Iunciones f (x)-g (2) y e tambión 
son diferenciables en este punto, además 


(f(x) E (Tux, = f' (20) 8 (20) +Í (20) -E” (To), 


ae ) Ñ e _Íf (20) 8 sl g' (o) (lg (2,) + 0) , 


4) Si la función y = f (x) es diferenciable en el punto Zp, 
y la función z = g (y) es diferenciable en el punto yo = 
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== f (<,), entonces la función compuesta 


z = g Y (2)) 


también es diferenciable en el punto z,, además 
(8 ram = Ev (Yo) * $ x (Lo), 


donde los índices y y x de las derivadas indican por qué ar- 
gumento se calculan las derivadas. 

5) Sea que la función y == f (x) satisface las condiciones 
de existencia de la función inversa y en el punto z, tiene 
una derivada finita, distinta de cero. Entonces la función 
inversa x = f-* (y) en el punto correspondiente y, = f (£o) 
también tiene Ja derivada. Las derivadas de dos funciones 
recíprocamente inversas están relacionadas por la igualdad 


| , a 1 
(f (Y))y=vw. = f' (20) . 

1.5. Cálculo de las derivadas de las funciones elemen- 
tales. Aplicando la «definición de una derivada, se puede de- 
mostrar que la derivada de la función f (1) = c (c es constan- 
to) es igual a O, y la derivada de la función f (7) == z es 
igual a la unidad. 

Calculemos la derivada de la función / (1) = sen x. Sea 
2. un punto arbitrarío de una recta numérica. Hagamos el 
incremento de la función 


Á sen xr, == sen (zo -+ Az) — son £,. 


Jla diferencia, que se encuentra en el segundo miembro de la 
igualdad la escribimos en forma del producto 


. Az Áz 
sen (1. Ax) — sen 1, :- 240s (7 + =) sen —Ñ. 


Según la definición de la derivada 


2.cos E | ANY cy A 
-  Ásenz o a EE 
(sen Lhx=xe es lim A = lím AA = 
Ax-»0 XL Ax—U Ar 
Áz 
3en Sa 
2 


cd Ar o 
= lim cos E | +) lim , 
Ary | 2 laxo Az 
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En vigor de la continuidad de la función cos x 


lím cos (20 + E) == COS Ep. 
Ax-"0 
Empleando el limite 4) p. 7.4 del capítulo 8, obtenemos 


Ar 
sen — 
lim = 1, 
Ax+p M2 
2 


De esta mancra, 
(SON Tha, = COS Lo. 


Puesto que el punto x, es un punto arbitrario del eje numé- 
rico, se escribe 
(sen 2)” = cos z. 


función en el punto = =0: 
ag0rAx q = qáx — 1, 


Según la definición de la derivada 
Ax 
, 2 ar*—1 
(ao = lim —— + 
Ax>0 Az 
Basándose en la fórmula 3) p. 7.4 del capítulo 3, tenemos 


avr 4 
=l|hne. 


lím 
Ax-U A 


Así, obtenemos 
(ao = ln e. 


La derivada de Ja función f (7) = a* en todos los demás 
puntos del eje numérico se calcula de la manera siguiente: 


. ar gr o ar (aóX 4 
(ay -- lím = lím HD 


Ax>0 Az Ax=0 


Puesto que el factor a* que se encuentra bajo el signo de lí- 
mite no depende do Az, el último límite se puede escribir 
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en forma 
Ax __ Ax. 
lí m Call Cola) = a* lím LA a Ina. 
Ax>0 Ar Ax-0 T 


Así, definitivamente obtenemos 
(a* Y = a” In a. 


La regla para calcular la derivada de la función exponen- 
cial permite dar una definición del número e (véase p. 2.4 
del capítulo 8). La base de la función exponencial, cuya de- 
rivada es igual a la misma función: 


(e) =e", 
se llama niúmero e. 

Conociendo, que la derivada de la función f (x) = sen z 
es igual a cos 7, mediante los teoremas de las derivadas se 
pueden calcular Jas derivadas de las funciones 

f(x) = cos x, f (2) = tg z, f (1) = ctg z. 


Por ejemplo, la derivada de la función Íf (x) = cos x se calcu- 
la de la manera siguiente: representemos la función cos x en 
la forma 


by 
Cos 7 = sen (F-=) ; 


entonces según el teorema 4) p.1.4 Lenemos 


(cos 2)” = (sen (S-x)) — 
=> s (F—2) (2) =—003 (5-2) = —sen £. 


Las derivadas de Jas funciones trigonométricas inversas 
f (1) = arcsen zx, f (1) = arccos x, f (7) = arctg x y $ (1) = 
= arcetg x se calculan mediante el teorema 5) p. 1.4. Por 
ejemplo, la derivada de la función f (1) = arcsen z se calcula 
de la manera siguiente: para la función y «= arcsen zx la Íiun- 
ción inversa será 7 == sen y; según el teorema de la derivada 
de una función inversa tememos 


(arcsen xy = _— = o O 
(sen y)” cogy cos (aresen x) * 


494 Elementos de cálculo integral y diferencial Cap. 9. 


Puesto que cos (arcsen x) = Y 1 — 22, entonces 
1 


Y 1 


Conociendo la derivada de la función exponencial (a+) = 
= 4% In a, mediante el teorema 5) p. 1.4 se puede calcular la 
derivada de la función logarítmica f () == log,z: 


(arcsen 2)! =- 


La derivada de la función potencial f (7) -= 2% se puede 
calentar como una derivada de la función compuesta, si repre- 
sentamos la función 24 en la forma 


qe ==> entx*) == en in Xx 


Según la regla del cálculo de la derivada de una función 
compuesta 


(12) = (p% In y en nx (a. 1n ry = ea In na 


=. qe a Ltaget. 
Y 


Las derivadas de ciertas funciones simples se dan en la 
tabla siguiente: 


DjimH=."e fm) : 

DIO =4, f(x) = axe; 

)/()=e, $ (2) = an a; 
0=e, fo = 

4) f(2)==log, xr, ff (1)=-——; 


f (2) = In x, f(1)=-; 


9) f(x)" sonz,  f'(7)=coszu: 
0) f(x) =c0sx, Ps 


1) Huo)>=tegzr, f' (x)= 


E T 
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8) Ma)=agz,  f(d=— 3; 


sen? 


DVD f(1)=arcsenz, —f (x)= 


10) f(x) ==arccosa, —f'(x)= A; 


11) [()=arctgx, fla=tz; 


1 
12) f(x) ="arcctgx,  P'(x)= —= AT 

1.6. Derivadas de orden superior. Sea que la función 
f (x) es diferenciable en cl intervalo a; b). La derivada de 
la función dada f” (2) representa una función del argumento .r 
Elijamos cierto punto xo € (a; b) y hagamos el incremento del 
argumento Ázx =x—zt, y el ineremento de da función 
f' (x) en el punto xy: 


AF (2x0) = f' (Zo + Az) — f' (20). 
Examinemos el límite 


lim 
Ax - U 


f' (20 1-Axr)— $” (20) 
Ax " 


Si este límite existe, entonces se dice que la función f (z) 
tiene una derivada de segundo erden (o una derivada segunda) 
en el punto 2. La derivada del segundo orden de la función 
f(x] en el punto zx, se designa 


f (a) 6 EE 6 Y alamo. 


De esta manera, 
" : f'(xprdr)—f 04 
E) ia —L A 
/ ( 0) Ax—0 Ax 
Luego, si para la Íunción f” (1) en cierto punto z, existe 
un límite 
lim Pz A) $ (ro) 
Ax —=U Az 


entonces se dice que la función f (x) tiene una derivada de 
tercer orden (o la derivada tercera) en el punto xj: 
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f" (zp HAD ] (25) 


Fiz) = lim == 


A x-—-1) 
Análogamente se definen las derivadas de cuarto, quinto. 
etc. orden. La' derivada de n-ésimo orden de la función 
f(x) snele designarse. 
dnf 
(12) E 
[09 (2) o E. 
Las fórmulas del cálculo de la derivada de »-ésimo orden 
de la suma y del producto de dos funciones f (x) y g (x) son: 


(f+ gy == pa + gm, 
(FJ = Cros glo y Cp. [OO 
Y EROag a ECONO CE 


= Y) CifAagó, 
¿=0 


En la última fórmula mediante [WM y g(% se designan las 
funciones f (2) y £ (x) respectivamente, Ci es el número de 
combinaciones de nr elementos por ¿ elementos (coeficientes 
binomiales). 
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2.1. Concepto de función primitiva y de integral indefi- 
nida. Si un punto material se mueve por una recta, sin cam- 
biar la dirección de su movimiento, y la distancia, recorrida 
por el punto, es una función conocida del tiempo $ (£), en- 
tonces la velocidad momentánea del punto se calcuia como 
una derivada del camino recorrido: 


"=$" (1). 


Sea que ahora conocemos la ley del cambio de la veloci- 
dad del punto, es decir, está dada la función v (£) y es nece- 
sario hallar la distancia recorrida por el punto material en 
cierto periodo de tiempo 7. Para resolver este problema, es 
necesario por la derivada conocida (en nuestro caso la velo- 
cidad y (2) reconstruir la misma función (en nuestro caso 


S (£)). 
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La reconstrucción de una función a partir de su derivada 
conocida es unu de los principales problemas del cálculo inte- 
gral. Este problema es imverso al problema fundamental del 
cálculo diferencial, el cual consiste en hallar la derivada de 
la función dada. 

La función F (x) se lama función primitiva para la fun- 
ción f (z) en el intervalo dado del eje numérico, si para todos 
los valores x de este intervalo la función f (x) es la derivada 


de la función F (2): 
FP (2) =]/Í (2) (1) 


Propiedad principal de las primitivas: si la función F (x) 
es una función primitiva de la función f (x), entonces tam- 
bién la función F' (x) 4- €, donde C es una constante cual- 
quiera, €s una primitiva de la función f (zx). A la inversa, 
si F (£) es cierta primitiva de Ja función f (x), entonces cual- 
quier primitiva de la función f (zx) puede ser escrita en la 
forma 

F (x) + C, 


donde € es cierta constante. 

De esta manera, para hallar todas las primitivas de la 
función dada f (x), es suficiente hallar sólo una primitiva 
F (2); todas las demás primitivas se obtienen de la primitiva 
hallada mediante la adición de sumandos constantes. 

La expresión F (1) 4- € donde € es una constante arbi- 
traria, representa la forma general de la función, la cual 
tiene la derivada f (1). Esta expresión se llama integral inde- 
finida de la función f (x) y se escribe 


F(D0)+C= | (2) dz. 


El producto f (x) dx se llama expresión subintegral, y f (x) 
se llama función subintegral. 
La obtención de un conjunto de todas las primitivas de 
la función f (1) se llama ¿ntegración de esta función. 
Aplicando la fórmula (1), de la tabla p. 1.5 se puede ob- 
tener la siguiente tabla de integrales: 


1) |0-d2=C; 
2) |tdo=x+C; 
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Yael 
3) E di= E +C (a 1), 


4) yl de=In|x|+C; 
j 


dz =arctgz4+C; 


6) j = dr =arcsen z PC; 
7) a 

8) | sen z da — —cos 74€; 

9) | cos z dz = sona -+C; 

10) la de=dg x e C; 


11) Va di= —ctezx+.C. 
2.2. Reglas y métodos más simples de integración. 


1) Sea F” (z) una derivada de la función PF (x). Según la 
definición de la integral indefinida 


pr (1) dx ="F (2) 4+C. 


2) El factor constante se puede sacar del signo de la in- 
tegral: 


Ye-f (2) di=c- | (2) dz. 


3) La integral de la suma de dos funciones es igual a 
la suma de las integrales de los sumandos: 


ÚN (2) + 2 (2)] de = (7 (=) de + | e (2) dz. 


4) Si la función F (x) es la primitiva de la función f (2)» 
entonces la primitiva de la función f (ax +- b) será la función 


=F (az 4 b), 
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Ejemplos. 1. Calcular la integral indefinida 
( (62 z—1)dzr. 
Según las reglas 2), 3) la integral indefinida 
| (623421) de 
puede representarse en forma de la suma de las integralos: 
[6 +. a — 1) de=6|utdz+ E dx — |1-dz, 


Aplicando la fórmula 3) de la tabla de las integrales inde- 
finidas, obtendremos 


. : Í 
[6 +21) do=3 0443 02—24C. 
2. Integrar la función 
KRepresentemos la función dada f (x) en la forma 
El JA Po = E E a 1, 


Aplicando las reglas 2), 3) y Ja fórmula 3) de la tabla de 
las integrales indeíinidas, ublendremos 


| EV | la 2119) di= [rr as — 
y E . 


— fas de=3 00 — AS 


Se debe subrayar que la aplicación de las reglas 2), 3) da la posi- 
bilidad de integrar sólo las funciones muy simples. Existen métodos 
mucho más efectivos (pero también más complicados) de integración 
de distintas funciones. Uno de tales métodos es el de integración por 
partes. Seca uz (2) y v (z) dos funciones continuas que tienen derivadas 
continuas. El método de integración por partes $e basa en las dos igual- 
dades siguientes: 


(uv) =u' pbyu.ew, 


| ace) dr=up+C, 
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De las igualdades citadas más arriba se deduce que 


U-po Vu'-od=+ fueo dx, 


| u-y” de uv — fura. 


+ 


Ejemplo. Calcular la integral 
| T COS x du. 


Vamos a inlegrac la integral dada mediante el método de inte- 
gración por partes. Supongamos que la función subintegral representa 
un producto de dos factores de la función y (1) = x y de la derivada 
de cicrta función v (1): 


v! (xr) = COS x. 
La derivada de la función u (1) es igual a la unidad: 
u” (2) = 1, 


y la primitiva de la función v” (z) es igual a sen z: 


y (7) = | eos dx =sen x. 


Sustituyendo u (2), v (1) y el (2) en el segundo miembro de la igua- 
dad (2), obtendremos 


fr coszdz=" sen Y — | sen z de. 


e 


De esta manera, el cálculo de la integral dada se reduce al cálculo de 
la integral de la tabla 


| sen zdr= —cos x 4- C; 
definitivamente obtenemos 
e 
l rcoszdz=x>Sen --]-cosx+C€, 


Observemos que en casos más complicados cl desarrollo de la 
función subinterral en factores puede ser no el único y es necesario 
elegirlo tal, que la integración de la función +” (+) no presente difi- 
cultades y que el cálenlo de la integral que se encuentra en el segundo 
miembro de la fórmula (2) sea más simple, que el cálculo de la integral 
que se encuentra en el primer miernbro. 
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Ciertas integrales se calculan mediante el método de integración por 
partes. 
Las integrales de la forma 


ja In” zx dz, fs sen bz dx, fte dz, 


donde k y m son números naturales, y a y 6 son núrueros reales cuales- 
quiera, se calculan mediante la integración por partes. 
Ejemplos 1. Calcular la integral 


| 3 ln zdx. 


Supongamos u = In x, v' = 2%, tal, que u' = 2 y, P= - zi, 
z 


Entonces según la fórmula de integración por parles obtenemos 


1 “4 4 
3 <= "ur 4 — o JP == 
E inzdr==7 2 nx Vz+* = dz 


ca A 4 A _14 1 1 4 
ra Inz 7 ft ds rilnr— 15” +€, 


2. Culcular la integral 


| z23 sen z dr. 


1 


Supongamos u = 22, v” = sen zx, tal que u' = 2x, vb = —cos z. 
Basándose en la fórmula de integración por partes 


fa sen xdi= —ztcos 1 4-2 | Xx COS 2 de. 


Aplicando a la integral que se encuentra a la derecha otra vez la fór- 
mula de integración por partes, definitivamente obtendremos 


| al sen dz = —a3*c0s7>+ 2isen + 2 cos 5 PC, 
3, Calcular la integral 
| ze dz. 
Supongamos u-=z:x, 0 =e*, Entonces 4 =4, 0= - e?x, 


En vigor de li fórmula (2) la integral inicial se escribe en la forma 


o p 1 1 1 
aa o pex _, a 2x% — a la sx... : 
|. di=-5 ze 3|' dz ==7 ze 7 pc, 
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De la misma manera, mediante la aplicación sucesiva de la ínte- 
gración por partes, se calenlan Jas integrales 


| PD e dz, | P (7) sen bz dz, | P (2) cos bz dz, 


donde P (x) es un polinomio respecto a c. 
Mediante el método de integración por partes se puede calcular 
también las integrales 


| e22 sen br dz, | e% cos br dz. 
Si a las integrales dadas aplicamos el método de integración por partes 
(tomando en ambos casos v” = ed => += 1 ¿as ), entonces oh. 
a 


tendremos las dos igualdades siguientes: 


| e” cos bx dí = A cos bx + ña j e” senbrdx, (3) 
2 a 


j e** sen bz dr = - e” sen bx o y eFcosbrdxr. (4) 


Multiplicando ambos miembros de la igualdad (4) por el valor b/a 
y sumando la igusldad obtenida con Ja igualdad (3), obtenemos una 


ecuación lineal respecto a la integral | eta cos hz ex, de resultas de la 
solución de le cual hallamos lo integral (que necesitamos: 


b b ab 
| e**cosbz dz  bsenbarra cosdr ax e 


ad 62 


Análogamente hallamos también la segunda integral: 


a sen bx—beos br 
j e"* sen bx dx e (0. 


$ 3. Integral definida 


3.1. Problema para calcular el área de una figura plana. 
Sea que en cierto segmento (a; b] se da una función conti- 
nua fÍ (x), la cual obtiene sólo valores positivos (negativos). 
Construyamos la gráfica de la función y = f (xr) en el sistema 
de coordenadas cartesiano rectangular Oxy (fig. 9.2). 

Examinemos la figura ABCD, limitada por la curva y = 
= f (x), dos rectas, que se representan por las ecuaciones 
z=ayzr=l0, yel eje Oz. A esta figura se la suele llamar 
trapecio curvilineo. 
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Dividamos la base AB del trapecio en rn partes (es posi- 
ble, desiguales) y por los puntos de división tracemos unas 
rectas perpendiculares las cuales parten el trapecio curvili- 
neo en una serie de franjas. Para cada franja construimos un 
rectángulo, cuya base es la misma que la de la franja, y la 
altura coincide con uno de los lados laterales de la franja, 


O Ty Za Tri b 23 


Fig. 9.2. 


por ejemplo, con el izquierdo (en la fig. 9.2 estos rectángu- 
los están rayados). Calculemos la suma de las áreas de todos 
los rectángulos construidos. 

Sean las abscisas de los puntos de división 


Ty Xy, To, .. *o1) Tp 
además, 


Eq =40<1 CIL LLL 1 << a = 0. 


La base del ¿-ésimo rectángulo (¿ =0, 1, 2, ..., n — 1) 
es igual a la diferencia x,,, — x;, la cual designamos Az,, 
y la altura, conforme a lo expuesto más arriba, es igual a 
Yi = Í (x¿). Por eso el área del ¿-ésimo rectángulo es igual 
a y¡Az,; = f (2;)-Azx;¡. La suma de las áreas S Je todos los 
rectángulos es igual a 


Sn =Í (20) AT Í (2) AZ, 4... + f (En) AZ py 
m—i 


== PA f(=) Az,. 


El área S, se llama valor apreximado del área del trapecio 
curvilíneo ABCD. 
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Por área del trapecio curvilineo ARBCD se Loma el nú- 
mero gue es igual al límite de las áreas $, en la saposición de 
que todas las longitndes Ax, tienden al mismo tiempo a cero, 
cuando el número de puntos de partición del segmento AB 
aumenta ilimitadamente. 

Todo lo expuesto anteriormente es válido Lambién para 
el caso, cuando la función f (2) puede obtener valores nega- 
tivos. lin este caso se considera que las áreas de unas par- 
tes de la figura, situadas más abajo del cje O.x, son negativas. 

La definición dada más arriba del área de un trapecio cur- 
vilíneo sirve sólo para una clase bastante estrecha de fun- 
ciones, precisamente para las funciones continuas y acula- 
das. La cxtensión del concepto de área de un trapecio curvi- 
líneo para una clase más amplia de funciones conduce al 
concepto de integral definida. 

3.2. integral definida. Sea la función f(x) dada en cier- 
to segmento la; b]. Partimos este segmento de roanera arbi- 
traria en n partes, poniendo entre los puntos a y b los pun- 
tos de división 


a == << LL LLE p< A 0. 


Tomemos en cada uno de dos segmentos [zx;; ¿4,1 un 
punto arbitrario E,: 


E ¡ < E, <X Ci4ir 


y hagamos una suma llamada suma integral: 
mu 4 
S-== 2 /(E):Azx,. (1) 
i=0 
que corresponde a la partición dada del segmento la; bl. 
La suma (1) depende de la elección de los puntos de partición 
x, del segmento fa; b] y de la elección de Jos puntos E,. 
Construyamos Jas distintas particiones del segmento 
la; bl, aumentando ilimitadamente el número de puntos de 
partición de tal mancra, que las longitudes de todos los seg- 
mentos [x,; x¡,,) tiendan a cero. Si en este caso la sucesión 
de las sumas integrales respectivas tiende a un mismo límite, 
independientemente de la elección de los puntos E; € [:xj; 
741), entonces se dice que la función f (x) es integrable en 
el segmento [a; bl; el límite indicado de las sumas de inte- 
grales se llama integral definida de la función f (1) y se de- 
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signa 

y 

| f(x) dz. 


Los números a y bh se llaman respectivamente limites in- 
ferior y superior de integración. 

Para la integrabilidad de la función es necesario que 
eJla sea acotada en el segmento la; 6). 

Serán funciones integrables, por ejemplo, las funciones 
continuas y las funciones acotadas que tienen en el segmento 
la, bl un número finito de puntos de discontinuidad. 

3.3. Propiedades de las integrales definidas. 

1) Si la función f (1) es integrable en el segmento la; bd), 
entonces también la función k-f (z) (k es constante) es inte- 
grable en este segmento, al mismo tiempo 

b b 
| k-f (12) dz =k- j f(x) dz, 
a 


a 


es decir, el factor constante se puede sacar del signo de la 
integral. 

2) Si las funciones f (x) y £ (2) son integrabjes en el seg- 
mento la; b1, entonces también la función f(x) +g (7) 
es integrable en el segmento, además 

b b b 
| [/ (1) + e (a) dz | Ho) des ¡ £ (x) dx. 


td y 


3) in la reordenación de los límites de integración la 
integral cambia el signo por el contrario: 


y Af 
Í f(x) dx = — | fx) de. 
a b 


4) Si la función f (x) es integrable en el segmento mayor 
la; bl, la; cl y le; 6), entonces ella es integrable y en los 
otros dos segmentos. Para esto 


e p 


b 
| f (2) de =) f (5) de l Ha) dz. 


30—01477 
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5) Si la función no negativa f (7) es intograble en el seg- 
mento la; 63. entonces 


» 
Vf (2) de 0. 


0) Si lus funciones Í (2) y g (2) son integrablos en el seg- 
mento [a; b] y para todos x E la; b] 


fr) <eg (1), 
entonces 
Ú b 
[16 do! 8 (2) az. 


7) Si la Tuación es integrable ca el segmento ta; el, 
donde a < b, y en todo el s+gmento es válida la desigualdad 


m <f (1) < M 
entonces 
b 
m+(b—a) < | Ha) di <M b--a). 


a 


3.4. La integral definida como función del límite supe- 
rior. Sea la ¡unción f(x) continua (y, por consiguiente, in- 
tegrable) en el segumiento la; bl]. Entonces según la propie- 
dad de la integral definida ella es intescrable también en 
ol segmento la; x), donde x es un número cualquiera «el 
segmento la; bl. La integral 

= 
Y 4 de 


7] 


puede considerarse como una función del límite supertor va- 
riable: 


(D (2) = | j(t) de. 


La función Y (7) es una función continua, y Su derivada 
en cualquier punto del intervalo (a; 6) es la Junción dada 


$ 3. Integral definida 467 


f (zx): 
D” (1) = / (2). 


Con otras palabras, la derivada de la integra] 


Uso al 


Y] 


del límite superior variable zx, en todas partes del intervalo 
abierto (a; b) es iguul al valor f (x) de la función subinte- 
gral en este intervalo. 

De esta manera, la integral con un limite superior va- 
riable representa una primitiva de la función subintegral. 

3.5. Fórmula principal del cálculo integral. Sea la fun- 
ción f (z) integrable en el segmento la; b) y F (x), la pri- 
mitiva de la fuación f (1). La integral definida de la función 
Íf (2) en el segmento la; bi y su primitiva F (1) se rolacionan 
mediante la igualdad 


b 


| F (2) dx =F (6) —F (e). (2 


La diferencia que se encuentra en el segundo miembro de la 
tórmula suele designarse 


F (2) la, 


y la fómaula (2) se escribe en la forma 


y $e) de =P (2)|.. 
a 
La fórmula (2) se llama fórmula principal del cálculo 
integral. Esta fórmula en muchos casos permile reducir el 
cálculo de la integral definida al cálculo de los valores de la 
primitiva. 
Ejemplo. Calcular la integeaJ definida 
n/? 
| sen x dr. 
0 


30* 
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La primitiva de la función sen x será la función — Cos z. 
Según la fórmula principal del cálculo integral 
JU) 
* n/2 TL 
| senzdz= --00S z y =— 0087 — 
— (— cos 0)== — 0-1 = 1. 


Análogamente por la fórmula principal «dei cálculo in- 
tegral se calculan las integrales siguientes: 


1/2 


$ 4. Ecuaciones diferenciales 


4.1. Coneeplo de dependencia funcional entre varias variables. 
En el 5 1 fue introducido el concepto de función numérica de una 
variable. Sin embargo, en distintas secciones de las matemáticas y de 
la física muy a menudo se encuentran relaciones, en las cuales parti- 
cipan varios valores variables. Así, por ejemplo, del curso de geo- 
metría es conocido que e] volumen de un cilindro V se calcula mediante 
la fórmula 


V=sauaARI, 


donde R es el radio de la base del cilindro y 17 es su altura. Esta fór- 
mula da un ejemplo más simple de una función numérica de dos va- 
riables: el volumen depende tanto del radio de la base del cilindro, 
como de su altura. 

Del curso de física es conocida la fórmula de Klaiperon 


pV = RT 


que relaciona tres características físicas del estado del gas: la pre- 
sión p, el volumen específico V y la temperatura absoluta 7 (R es la 
constante universal de los gases). Representando dos de los tres valores 
indicados, se puede obtener un valor bastante determinado del tercer 
vulor. De esta manera, en la aplicación de esta fórmula de nuevo nos 
encontramo. con el concepto de función de varias variables. 
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La variable 2 se llama función numérica de dos variables x e y, 
la cual se da en el conjunto de pares ordenados de los números M, 
si a cada par ordenado de números (x; y) € M, según cierta regla (ley), 
se le asigna respectivamente el valor definido de la variable z. 

El conjunto M de los pares ordenados de los números (+; y) se 
Hama campo de definición de la función z, y el conjunto de todos los 
valores posibles de la variable z se llama conjunto de valores de una 
función. 

El hecho de que la variable z es función de dos variables z e y 
suele escribirse como sigue: 


z= f(x, y). 


Mientras que para la función numérica de una variable el campo 
de definición es el conjunto de los puntos del eje numérico, el campo 
de definición de una función de dos variables representa cierto con- 
junto de puntos del plano numérico. 

Al igual que la función y = f (7) fue ilustrada geométricamente 
por su gráfica en el sistema de coordenadas cartesianas rectangula- 
res Ozxy, la función de dos variables z = f (z, y) en el sistema espacial 
de coordenadas cartesianas rectangulares Oxyz representa un con- 
junto de puntos, el cual también es una gráfica espacial de la función 
z= f(x, y). La gráfica espacial de la función 2 = f (x, y) suele lla- 
marse superficie, y la igualdad 2 = f (zx, y), ecuación de la superficie. 

El ejemplo más simple de tal superficie es un plano en el espacio, 
el cual en el sistema de coordenadas cartesianas rectangulares se 
define por la ecuación 


Ax+ By+C34D=0, 


Si C % 0, entonces la ecuación puede ser escrita en la forma 


A B D 
2 IGN 


Todos los conceptos principales de la teoría de las funciones de una 
variable, tales, como el concepto de límite de una función, concepto 
de la continuidad de una función, concepto de diferenciabilidad, etc., 
se generalizan también para el caso de las funciones de dos variables 
independientes. 

4.2. Concepto de ecuación diferencial ordinaria. Las ecuaciones, 
en las cuales las funciones que entran en la ecuación junto con sus 
derivadas son incógnitas, se llaman ecuaciones diferenciales ordinarias. 
Las ecuaciones siguientes 


FID+PG=0, FiO+2F (9=r-4,7 f ()-1() == 


son ejemplos de ecuaciones diferenciales. 

El orden de la derivada superior que entra en la ecuación diferen- 
cial e llama orden de la ecuación diferencial. Así, la ecuación dife- 
rencla 


FO-Pp— :=0 
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será una ecuación diferencial de primer orden; la ecuación diferencial 
fp (2) cu q? == 


es una ecuación diferencial del tercer orden. 

Se llama solución de una ecuación diferencial tal función de la 
variable independiente x, definida en el intervalo (a; b), para la susti- 
tución de la cual en la ecuación diferencial, esta última se invierte 
a una identidad para todas zx € (a; b). Seguidamente serán expuestos 
ciertos conocimientos sobre las ccuaciones diferenciales de primero 
y segundo orden, y también se resuelven algunas ecuaciones diferen- 
ciales simples de primero y segundo orden. Vamos a resolver estas 
ecuaciones mediante «la elección», es decir, vamos a suponer que cierta 
función concreta es la solución de la ecuación diferencial dada, y des- 
pués, mediante la sustitución de esta Íunción en la ecuación, conven- 
cernos de qne esto es realmente así. Para tal procedimiento de «hallar» 
la solución de la ecuación diferencial surgen, naturalmente, dos pre- 
guntas. En primer lugar ¿cómo hemos adivinado que es precisamente 
esta función concreta la solución de la ecuación dada? En segundo lugar 
¿de dónde sabemos que la ecuación diferencial dada mo tiene otras 
soluciones? A la segunda pregunta se puede contestar del modo si- 
guiente: las ecuaciones que vamos a examinar satisfacen el, así lla- 
mado, teorema de existencia y unicidad de la solución de la ecuación 
diferencial y por eso no hay otras soluciones, distintas de las halladas. 
Contestar a la primera pregunta es mucho más difícil: para ciertos 
tipos particulares de ecuaciones diferenciales existe un sistema bien 
elaborado de obtención de las soluciones; las soluciones de algunas 
otras ecuaciones diferenciales se hallan mediante ciertos procedi- 
mientos especiales; las soluciones de muchas ecuaciones diferenciales 
no son conocidas todavía, y para ellas aún no está demostrado el 
teorema de existencia y unicidad de la solución. Nuestro procedimiento 
de «eleccióna de las soluciones se aplica para las ecuaciones diferen- 
ciales con un sistema bien elaborado de obtención de sus soluciones. 

4,3. Ecuación diferencial de primer orden. Ejemplos de pro- 
blemas que se describen por Jas ecuaciones diferenciales de primer 
oráen. Se llama ecuación diferencial de primer orden a la que contiene 
una variable independiente z, una función incógnita y (2), y también 
la primera derivada de la función incógnita y” (x): 


F(x,y, y) =0, (1) 


donde F es la función dada de tres variables indicadas. La Función P 
puede ser representada no para todos los valores de su argumento, 
por eso se dice del campo de representación de la función F como de 
un conjunto de puntos del espacio de coordenadas de tres variables 
Z, Y, Y. 

Se llama solución de la ecuación diferencial (1) tal función q (2) 
de la variable independiente x, definida en cierto intervalo (a; b), 
para cuya sustitución po y en la ecuación (1), la ecuación indicada se 
invierte en identidad en todo el intervalo (a; b). 

Es evidente, que la sustitución y = q (=) en la ecuación (1) es 
posible sólo cuando la función q (x) en todo el intervalo (a; b; es 
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diforenciable. Para que la sustitución y = q (2) en da ecuación (1) 
sea posible, es necesario también que para un valor arhitrurio de la 
variable x € (a; 5) el punto con las coordenadas (r; p (2) 9” (e)) perte- 
nezca al campo de definición de la función PF. 

La ecuación (1) rolaciona tres valores variablos x, y, y”. En aque- 
llos casos, cuando ella define la variable y” como una función de las 
variables independientes zx, y: 


y! =] (2, y), (2) 
a ecuación diferencial se llama despejada respecto a la derivada. 
Para la ecuación diferencial (2) en ciertas, bastaute lógicas, supo- 
siciones sobre el tipo de campo de definición de la función f (z; y) 
resulta ser válido el teorema de existencia y unicidad de la solución: 
1) Para cualquier punto (zp; yy) del campo de definición de la 
función f (x; y) se halla la solución y = q (2) de la ecuación (2) que 
entisface la condición 


P (Zo) = No» 


2) Si dos soluciones y = q (27) e y = y (2) de las ecuaciones (2) 
coinciden por lo menos para un valor x = xy, es decir, si 


NY (20) = Y (Lo), 

entonces estas soluciones son idénticamente iguales para todos los 
valores de la variable independiente +, para los cuales ambas cstán 
definidas. 

Los números zp, Yo se llaman valores intciales para la solución 
y = p (2), y la relación Q (x,) = yo se llama condición Inictal para 
esta solución. Se dice también que la solución y == q (x) satisface la 
condición inicial y, = (p (zp) o que ella tiene los datos iniciales z,, yo. 

Resolvamos la ecuación diferencial de primer orden 


y = QU>p, (3) 


donde a es un número real, y = y (2); el campo de definición de la 
función que se encuentra en el segundo miembro es todo el plano 
numérico Ozxy, y la ecuación (3) satisface las condiciones del teorema 
de existencia y unicidad de la solución. Mediante la sustitución directa 
se puede verificar, que cada finción 


y = c-e2x, (4) 


donde c, un número arhitrario, es la solución de la ecuación (3), y del 
teorema de existencia y unicidad de la solución se deduce que cual- 
quier solución de la ecuación (3) es representable en la forma (4). 

4. Proceso de desintegración radiactiva de la sustancia. Designemos 
por m (t) la cantidad (masa) de sustancia radiactiva, donde t es el 
tiempo. De las consideraciones físicas se desprende que, si no hay 
condiciones para el surgimiento de la reacción en cadena, la velocidad 
de desintegración, es decir, la derivada (el cambio instantáneo de la 
masa de la sustancia) m' (t) es proporciona) a la cantidad que se que- 
da de la sustancia radiactiva no desintegrada 


mm (t) = —f-m (1). (5) 
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Aquí f es un coeficiente constante positivo de la proporcionalidad, 
que depende de las propiedades de la sustancia radiactiva, y el signo 
menos indica que con el tiempo la masa de la sustancia radiactiva 
disminuye, convirtiéndose en radiación (m” < 0 para cualquier t). 
La ecuación (5) con una precisión hasta las designaciones coincide con 
la ecuación (3), y, por consiguiente, su solución general tiene la forma 


m (t) = cesHt. 


Para la definición de la constante c es suficiente indicar algunas con- 
diciones iniciales. Por ejemplo, si se sabe, que en el momento de 
tiempo £ = £, la masa de la sustancia fue igual a my, entonces la cons- 
tante e es igual a 

c== mpebto, 
y la solución de la ecuación (5) con las condiciones iniviales (t,, mp) 
tiene la forma 


mt) =mye” Bt to), 


En la ecuación (5) la velocidad de desintegración se caracteriza 
por el valor f. Muy a menudo la velocidad de desintegración se ca- 
racteriza no por el valor f, sino por el así llamado «periodo de semi- 
desintegración», es decir, por el tiempo, durante el cua] la masa de la 
sustancia radiactiva disminuye en dos veces. Designando el período 
de semidesintegración por 7, obtendremos, que el coeficiente $ y el 
período de semidesintegración Y, se relacionan por la igualdad 


7y= 3 In2. 


2. Problema del calentamiento de un cuerpo. Examinemos un 
problema sobre el calentamiento (enfriamiento) de un cuerpo que 
tiene en un momento de tiempo £ = Ó cierta temperatura inicial T, 
y que está sumergido en un medio con una temperalura constante. 0, 
En ciertos casos se puede suponer que la velocidad del cambio de la 
temperatura de un cuerpo 7 (£) es proporcional a la diferencia de tem- 
peraturas, es decir, satisface la ecuación diferencial 


7 (k) = —k (T —8), (6) 


donde k es cierta constante positiva. El signo menos indica que para 
To > 9 el cuerpo se enfría, y para 7, < 0 se calienta. 

Observemos que una simulación del proceso físico indicado me- 
diante la ecuación (6) es bastante aproximado y se basa en las suposi- 
ciones siguientes: se considera, que en cualquier momento de tiempo 
el cuerpo está calentado uniformemente en todo el volumen; se con- 
sidera, que la temperatura del medio es constante y es igual a la tem- 
peratura inicial 0, a pesar de que el cuerpo calienta el medio. Si toma- 
mos que el proceso Sado se describe por la ecuación (6), entonces la 
solución de la ecuación se obtiene análogamente que en el ejemplo 
anterior y tiene la forma 


T() = (7, — O)-erht +0, 
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4.4 Ecuación diferencial de segundo orden. Feuación de tas 
oscilaciones armónicas. Se llama ecuación diferencial ordinaria de 
segundo orden la ecuación que contiene una variable independiente z, 
una función incógnita y (x), así como la primera y segunda deriva- 
das y” e y”: 

F (2, y, y, y) =0 (7) 


donde F es una función dada de las varlables zx, y, y”, y”. En aquellos 
casos, cuando la ecuación (7) representa la variable y” como una fun- 
ción de las variables r, y e y”: 
y =]f (2, y, y), (8) 
la ecuación diferencial se llama resuelta respecto a la derivada mayor. 
Se llama solución de la ecuación diferencial (8) la función con- 
tinua q (x), definida en cierto intervalo (a; b), en la cual al sustituir y 
en la ecuación (8), esta última se convierte en identidad para todas 
z € (a; b). La sustitución y == q (x) en la ecuación (8) es posible sólo 
cuando la función y (x) (para todos z € (a; 6)) tiene las derivadas hasta 
el segundo orden inclusive, Para que la sustitución y = q (z) en la 
ecuación (8) sea posible, es necesario también que el punto que tiene 
las coordenadas 
z, q (2) e (7) 


pertenezca al campo de definición de la función f para todos z € (a; b). 

Para la ecuación diferencial de segundo orden (8), resuelta res- 
pecto a la derivada, para ciertas suposiciones adicionales?) sobre 
el tipo de función f (x, y, y”) es válido el teorema de existencia y uni- 
cidad de la solución, es decir, para cada punto (xp; yo; y”) existe una 
solución y = q (x) de la ecusción (8) que satisface las condictones 
inictales 

P (m0) =Yw Y ilm)=y, 
o, como también se dice, una solución con los datos iniciales 
Los Yo» Yo» 

además, esta solución es única. 

Ecuación de oscilaciones armónicas. Examinemos una ecuación 


diferencial de segundo orden que descrihe, en particular, el proceso 
de oscilaciones mecánicas, o sea, la ecuación de las oscilaciones armó- 


nicas 
y" + 0y=0, (9) 


donde w es una constante dada, e y se considera la función del tiem- 
po t. Es fácil convencerse de que la función 


y =Á cos (w0t + 0), (10) 


*%) No vamos a citar aquí estas condiciones y la formulación 
completa del teorema de existencia y unicidad de la solución, puesto 
que ecuaciones diferenciales de segundo orden, las cuales se exa- 
minan en lo posterior, satisfacen las condiciones de existencia y uni- 
cidad de la solución. 
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diferencial (9). La constante A se llama a menudo emplitud de osctla- 
ción, w se llama frecuencia de oscilación, y 0, fase inicial de oscilación. 

La fórmula (10) da el conjunto de todas las soluciones de la ecua- 
ción diferencial (9). Para formar de un conjunto infinito de solucio- 
nes (10) una única solución, es necesario dar las condiciones iniciales 
siguientes: 


donde A y 0, constantes arbitrarias, son la solución de la ecusción 
1 


Y (t) = Vo. y (tp) a 10, 

es decir, representar el valor de ls función y Y de su derivada y” (£) 
en cierto momento de tiempo f,, el cual se llurma momento inicial 
de tiempo. La representación de los valores y, e y” permite hallar 
univocamente las constantes A y 0, formando «de un conjunto infinito 
de soluciones (10) una única solución. 

Ejemplos. 1. Examinernos el movimiento de un punto material 
de la mesa m que se desliza por la recta £ bajo da acción de la fuerza F, 
que atrae un punto material al punto O situado cn la misma recta. 


Vig. 9.3. 


Sea el valor de la fuerza F proporcional al valor de la desviación del 
punto material del punto O con cierto coeficiente de proporcionali- 
dad k. (En la práctica tal fuerza F puede ser realizada mediante la 
construcción que consta de un globo y de dos espirales (fig. 9.3).) 
Aquí por el punto O (origen de coordenadas) se toma el punto medio 
del segmento BC. La desviación de un punto material del punto medio 
la vamos a designar con z (£), donde £ es el tiempo. Entonces, en vigot 
de la segunda ley de Newton la ecuación del movimiento de un punto 
material tendrá la forma 


ma” == —kx, (14) 


donde —kzx es una fuerza que actúa del lado de la espiral sobre cl punto 
material, y k es el coeficiente de elasticidad de la espiral. 
Según la fórmula (30) la solución de la ecuación (11) tiene la 


forma _ 
z (£) =A cos (y £ t+q0) , 


de donde se deduce que la frecuencia de oscilaciones del punto ma- 


“qa 
0 = e 
m 


5 4. Ecuaciones diferenciales 475 


se define sólo por su masa y la elasticidad de la espiral k. Dundo las 
condiciones iniciales del problema, es decir, la posición de un punto 
material en cierto momento de tiempo £, y su velocidad en el momento 
inicial de tiempo fp: 

2 (0) y 2 (to), 


se puede hallar los valores de las constantes A y 0, por lo tanto se 
define la ley del movimiento de un punto material. 

2. Hagamos y resolvamos aproximadamente la ecuación del 
péndulo matemático. El péndulo matemático representa un punto 
de la masa m, el cual bajo la acción de la fuerza de gravedad se mueve 


0 
/ 
7 Y 
? 
7 
K 
ml 
P=mg 
Fig. 9,4. 


por el arco de la circunferencia K de radio 1 que se encuentra en el 
plano vertical (fig. 9.4). El valor 1 se llama longitud del péndulo. 
£n el plano de la circunferencia K introducimos el sistema polar de 
coordenadas con centro en el centro de la circunferencia y el eje potar, 
dirigido perpendicularmente hacia abajo. El ángulo variable que 
caracteriza la desviación del péndulo de la perpendicular se designa 
con P = q (ft). El punto M se encuentra en el campo de la fuerza de 
gravedad P = mg, dirigida perpendicularmente hacia abajo. La 
componente de la fuerza de gravedad, dirigida por el radio de la cir- 
cunferencía, se equilibra por la reacción de conexión (de la circun- 
lerencia o del hilo que hace al punto moverse por la circunferencia); 
la componente, dirígida por la tangente a la circunferencia en e 
unto M, esigual a mg sen q. Es conocido de física que la aceleración 
lineal del punto M se relaciona con la aceleración angular q” por la 
rmula 


a = lo”. 
El movimiento de un punto material se describe por la segunda ley 
de Newton: 
mip” = —mg sen . (12) 
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Suponiendo, que las oscilaciones que realiza un punto materia! 
son pequeñas (es decir, que el ángulo de desviación q (() es pequeño) 
se puede escrihir aproximadatnente 


sen p =p. 
En este caso la ecuacion diferencial (12) obtiene la forma 


mip” = —mgo. (13) 


p (1) =A cos (Y £-1+0) 


es la solución de la ecuación diferencial (13). La frecuencia de «las 
oscilaciones pequeñas» del péndulo matemático se define por la acele- 
ración de la caidn Jibre g y por la longitud del péndulo !: 


y] 
a=y/ £. 


Para el cálculo de las constantes A y q, es necesario dar la posición 
y la velocidad del punto M en cierto momento de tiempo £,, después 
de lo cual la ley de movimiento del péndulo matemático se hace com- 
pletamente definida. 


La función 


CAPÍTULO 10 


Funciones elementales 


Son funciones elementales las tunciones racionales*), 
potenciales, exponenciales y logarítmicas, así como las fun- 
ciones trigonométricas y las trigonométricas inversas. Ade- 
más, también pertenecen a la clase de funciones elementales, 
las funciones compuestas, formadas de Jas funciones elementa- 
les enumeradas más arriba. 

Las funciones exponencial y logarítmica, las funciones 
trigonométricas de argumento numérico y las funciones tri- 
gonométricas inversas, como también las funciones com- 
puestas, formadas mediante estas funciones, se llaman fun- 
ciones trascendentes elementales. 
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1.1. Función constante. Supongamos que la función 
está definida y es diferenciable en el intervalo (a; b). Para 
que la función en el intervalo (a; b) sea constante, es nece- 
sario y suficiente que su derivada sea igual a cero en todo 
el intervalo (a; b): 


f" (1) =0. 
1.2. Condición de monotonía de una función. Sea la fun- 
ción f (x) definida y diferenciable en el intervalo (a; 6). 


Para que la función sea creciente en el intervalo (a; 5), es 
suficiente que 


f' (2) >0 para todos z € (a; b). 


*) La función que tiene la forma P (23/0Q (2), donde P (2) y Q (x) 
son polinomios, se llama función racional. 
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Para el decrecimiento de la función es suticiente que 
f (2) <0 para todos xy € (a; b). 


La condición formulada no es una condición necesaria. 
Por ejemplo, la función f (1) = 2? es creciente, sin embargo, 
en el punto z = 0 su derivada es igual a cero. 

1.3. Máximo y mínimo de una función. Se dice que la 
función f (x) tiene en el punto y, el máximo (o el minimo), 
si se halla tal $-entorno del punto x,, perteneciente al campo 
de definición de la función, que para tudos z 5£ z,, perte- 
necientes al intervalo (a, — Ó; 2, + 6), se cumple la de- 
sigualdad 


f (2) < f (£,) (respectivamento f (2) > f (cp). 


En la fig. 10.1 se muestra una función, definida en el 
intervalo [a; db], que tiene en los puntos x, y 54 los máximos, 
y en los puntos xy y Z¿, los 
mínimos. 

Los puntos del máximo y 
del mínimo se llaman puntog 
del extremo de una función, 
y los valores de la función en 
estos puntos se llaman valo- 
res eatremales de una función. 

Observemos que los puntos 
a y b no son puntos «el extre- 
mo de una función, puesto que 
en cualquiera tanto como se 
quiera de pequeño entorno de estos puntos se hallan puntos, 
no pertenecientes al campo de definición f (x). 

Condición necesaria de existencia del extremo de una función, 
Sea la función f(x) diferenciable cn el intervalo (e; b). 
Si en cierto punto z, € (a; b) la función f (x) tiene extremo, 
entonces en este punto la derivada es igual a cero: 


f' (zo) = 0. 


Condición suficiente de existencia del extremo de una fun- 
ción. Sea la función f (x) definida y continua en el intervalo 
(a; b), y diferenciable en todo el intervalo (a; b) (a excep- 
ción, puede ser, de un número fínito «de puntos). 

Los puntos, pertenecientes al intervalo (a; b), en los 
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cuales la derivada de la función es :guel a coru vu 1 existe, 
se llamen puntos críticos de la función f (x). 

Sea el punto y € la; b) un punto crítico de la [unción 
J (x) y sea que en cierto S-ontorno del punto .r, la derivada 
f (2) y la izquierda y a Ja derecha du zx, conserva el signo 
(posiblemente en los distintos lados, distinto). 

Entonces pueden lener lugar los tres casos siguientes: 

1) ff (23 >0 para 2 < 5, y f (2) <0 para > Zo, €3s 
decir, la derivada f' (x) al pasar por el punto x, cambia el 
signo más por el menos. En este caso en el intervalo (2, — 0; 
Ze) la función f (x) crece, y en el intorvalo (x,; zo + 6) de- 
crece, así que el valor f (x,) es el mayor en el intervalo 
(xy — Ó; To -+ 0), es decir, en el punto Zo la función tiene 
un máximo. 

2) (2 <0 para x< zo y f' (1) >0 para => 2, es 
decir, la derivada f' (x) al pasar por el punto z, cambia el 
signo menos por el más. En este caso en el punto z, la fun- 
ción tiene un mínimo. 

3) f' (7) > U tanto para z > z,, como también para x < 
< 2py, O bien f' (1) <0 a la izquierda y a Ja dorecha de z.,, 
os decir, al pasar por el punto x, la derivada f” (x) no cambies 
el signo. Entonces la función o todo el tiempo crece, o todo 
e] tiempo decrece, en cualquiera tanto como se quiora de pe- 
queño entorno del punto x,, de un lado, se hallan los puntos zx, 
on Jos cuales f (x) > f (zp) y de otro lado se hallan los pun- 
tos y, en los cuales f (1) < f (xp), y en el punto z, no hay 
extromo. 

Asi pues. obtuvimos la primera regla para la verificación 
del punto critico x, en el extremo: sustituyendo en la deri- 
vada f' (x) primeramente = < zx, y después x > Zp, deter- 
minamos el signo de la derivada en el entorno del punto z, 
a la izquierda y a ta derecha del mismo, si para esto la deri- 
vada f” (x) cambia el signo de más a menos, entonces en e) 
puntos eq hay máximo y si cambia del menos al más, enton- 
ces hay mínimo; si el signo no cambia, entonces no hay ex- 
tremo. 

En la fig. 10.2 la derivada de la función f, (x) al pasar por 
el punto 7, cambia el signo de menos a más y la función 
f, (x) en el punto zx, tiene el mínimo, mientras que la unción 
fe (2), cuya derivada al pasar por el punto x,¿ cambia el 
signo de más a menos, tiene el máximo. 
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En da fig. 10.3. tanto la función f, (x), como la función 
f, (1) tienen en cl punto zy una derivada que es igual a cero; 
al paso por el punto z, las derivadas do estas funciones no 


Lo 


Fig. 10.2. Fig. 10.3. 


cambian el signo y en el punto zx, las funciones f, (x) y f, (2) 
no tienen extremos. 

En la fig. 10.4 y 10.5 se muestran las funciones que no 
tienen derivadas en el punto z,. Conforme a las reglas de 


y 
| 
¡/ min 
| 
, 
max 
y 
lo. 
Ta TL 
Fig. 10,4. Fig. 10.5. 


cambio de signo de las derivadas para estas funciones, ellas 
tienen minimo y máximo respectivamente y no tienen extre- 
mo en el punto Zo. 
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Otra vez subrayamos que la condición suficiente de exis- 
tencia del extremo de la función en el punto zp, formulada 
más arriba es usable tanto en los casos, cuando la derivada 
en el punto x, se anula, como en los casos, cuando en este 
punto la derivada no existe. 


Formulemos una condición suficiente más de existencia del ex- 
tremo en un punto. El punto z, se llama estacionario de la función f (x), 
si en este punto la función f (x) es diferenciable y su derivada es igual 
a Cero. 

Sea r, un punto estacionario de la función f (1) y en cierto en- 
torno del punto x,, incluyendo este mismo punto, la función f (7) 
tiene la derivada, y en el punto z, existe también la segunda derivada 
[ (ol: Si la segnnda derivada f” en el punto zx, es positiva, entonces 

a función / (z) en el punto zx, tiene mínimo; si la segunda derivada f” 
en el punto x, es negativa, entonces la función tiene máximo. 

La regla formulada tiene, en general, una aplicación bastante 
estrecha en comparación con li primera regla; esta regla no es apli- 
cable para los puntos, en los cuales no existe la primera derivada. 
En aquellos easos, cuando la segunda derivada en el punto z, se anula, 
la regla tampoco da nada y la solución del problema de existencia 
en este punto del extremo depende de la conducta de las derivadas 
superiores. 


1.4. Valores máximos y mínimos de una función. Sea que 
la función f (x) está definida y es continua en un intervalo 
cerrado finito la; bl. 

Para hallar el valor máximo (minimo) de la función es 
necesario hallar todos los valores máximos (minimos) de la 
función en el intervalo (a; b), elegir de ellos el valor máximo 
(mínimo) y compararlo con los valores de la función en los 
puntos a y b. El máximo (mínimo) de estos números 63, pre- 
cisamente, el valor máximo (mínimo) de la función f (x) en 
el segmento la; b]. Cuando se halla el valor máximo o mi- 
nimo de una función puede resultar que dentro del segmento 
la; b] la derivada existe en todos los puntos del segmento y en 
ningún punto del segmento se anula (es decir, faltan los 
puntos críticos de la función). Esto quiere decir que en el in- 
tervalo que examinamos la función crece o decrece y, por 
consiguiente, adquiere su valor máximo y mínimo on los 
extremos del segmento. 

Examinemos dos problemas para hullar el valor máximo 
y minimo de una función. 


31-01477 
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Ejemplos. 1. Hallar los valores máximo y mínimo de la 
función 


(a) =3 4er 


en el segmento f[0; 2). 
Calculemos la derivada de la función dada 


f' (1)-= 41? — 4. 


Para todos zx € (0; 2) la derivada existe; la derivada es igual 
al cero en los puntos z = 1, x = —1, En el intervalo (0; 2) 
se encuentra sólo uno de estos puntos: z = 1. lól valor de 
la función en este punto es igual a —8/3. En el punto x = 1 
la derivada cambia el signo de monos a más, y por eso en el 
punto z=1 tenemos el mínimo de la 
función Í (x). Los valores de la función 
en los extremos del intervalo son: 
f (0) = 0, f (2)=8/3. Por consiguien- 
te, el valor máximo de la función da- 
da f(x) so adquiere en el extremo 
derecho del intervalo en el punto 2, 
y el minimo se adquiere dentro del 
intervalo cn el punto x= 1. 

2. De una hoja cuadrada con un 
lado a, cortando por los ángulos 
cuadrados iguales y doblando los 

Fig. 10.6. bordes (fig. 10.6), se compone una ca- 
ja abierta rectangular. ¿Cómo obtener 
una caja de máximo volumen? 

Designemos un lado del cuadrado cortado con x. Iinton- 
ces el volumen de Ja caja Y es igual a 


z la — 21), 


además, x cambia en el intervalo [0; a/2). La derivada de 
la función dada V” (zx) = (a — 21) (a — 6x) en todo el 
intervalo l0; a/2) se anula en el punto x = af/6. Calculemos 
la segunda derivada V” (2) = 24x — 84. En el punto x = 
= al6 la segunda derivada es negativa, y, por consiguiente, 
en el punto x = af6 tiene el máximo. Ln los extremos del 
segmento [0; a/2] la función V (x) se anula. De esta manera, 
el volumen de Ja caja es máximo para x = a/6. 


0: 
«alo 
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1.5, Dirección de la concavidud de una ceurva. Sea la función / (x) 
definida y continua en el intérvalo (a; 9), y que on el punto x, € (a; b) 
tiene la derivada. Entonces a la gráfica de la función dada en el pun- 
to Mo (295 f (2p)) se puede trazar una tangente, cuya ecuación tiene 
la forma 

Y — Ya = $" (Zg) (x — 29). 


Se dice que en el punto M, la curva (la gráfica de la función y = f (2) 
está dirigida con la concavidad a un lado definido (hacia las y positivas 
o hacia las y negativas) de la tangente, si en el entoruo suficientemente 
pequeño del punto M, todos los puntos de la curva están situados a un 
lado de la tangente (fig. 10.7 y 10.8). El punto M, se lama punto de 


ig. 10.7. Fig. 10.8. 


inflexión, si cu su entorno suficientemente pequeño los puntos de la 
curva con las abscisas z < zx, $0 encuentran a un lado de la tangente, 
y los puntos con las abscisas => x, están situados al otro lado, es 
decir, en el punto M*M, la curva pasa de un lado de la tangente al otro 
(fig. 10.9). 

La dirección de la concavidad de la curva y <= f (x) en cierto 
punto z, se aclara mediante la regla siguiente: 

1) Si on cierto Ó-entorsño del punto z, la segunda derivada f” (z) 
conserva el signo más (tanto a la izquierda, como a la derecha del 
punto x,), entonces, la curva en el punto x, está dirigida con la con- 
cavidad hacia las y positivas fis 10.7). 

2) Si en cierto ó-entorno del punto x, la segunda derivada con- 
serva el signo menos (tanto a la izquierda, como a la derecha del pun- 
to z,), entonces la curva en el punto z, está dirigida con la concavidad 
hacia las y negativas (fig. 10.8). 

3) Si la segunda derivada cambia el signo al pasar por el punto 2,, 
entonces en el punto x, la gráfica de la función f (x,) tiene inflexión 

fig. 10.9). 

08 De cota manera, si nos limitamos a un d-entorno suficientemente 
pequeño del punto z,, el punto de inflexión M, es como si separara los 
puntos, donde la concavidad de la curva está dirigida hacia las y 


31* 


484 - Funciones elementales Cap. 10, 


positivas, de Jos puntos com Ji dirección de la concavidad hacia las 
y negativas. 

La regla formulada es la condición Suficiente (pero no necesaria) 
de inflexión de la curya. Así pues, la función f (r) = z* en el punto 


Fig. 10.9. ig. 10.10. 


z = 0 tiene la segunda derivada que es igual a cero, pero no obstante 
en este punto y en general para todos x € R) la curva está dirigida 
con la concavidad hucia las y positivas (fig. 10.10). 

Ejemplo. Examinemos la función f (2) = sen -. La segunda de- 
rivada de esta función: 


f” (1) = —sen r, 


En los intervalos (270k; 31 -+ 2x4) sen x= conserva el signo más, f” (x) = 


= —sen z <0 y la sinusoide está dirigida con la concavidad hacia 


y 


2nt 


Fig. 10.11, 


las y negativas. En los intervalos (1 -+ 21; 2 + 21k) senz <0 
también la sinusoide está dirigida con la concavidad hacia las y posi- 
tivas. Para x = nik la segunda derivada se anula, cambiaudo en este 
caso el signo, en estos puntos la gráfica de la función y == sen x tiene 
inflexión (fig. 10.11). 
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$ 2. Construcción de la gráfica de una función 


La investigación de una función y la construcción de su 
gráfica se compone de los puntos siguientes: 

1) Se halla el campo de definición de la fhnción. 

2) Se aclara, si la función dada es periódica o no. 

3) Se aclara, si la función dada es par (o impar). Si la 
función resulta ser par, entonces su gráfica es simétrica res- 
pecto al eje Oy del sistema de coordenadas cartesianas rec- 
tangulares. Si la función es impar, entonces su gráfica es 
simétricamente central respecto al origen de coordenadas. 

4) En el caso, cuando el campo de definición de la función 
representa bien toda la recta numérica o bien contiene los 
rayos la; +00) 0 (—oo; b], se aclara la conducta de la 
función en el infinito, calculando los límites respectivos 


lim f(x), lím f (2). 


5) Se halla la intersección de la curva con el eje Oy, cal- 
culando f (0), y con el eje Ox, resolviendo la ecuación f (x) = 


-——= 
—. 


6) Se hallan los puntos del máximo y del minimo, deter- 
minando las regiones de crecimiento y decrecimiento de la 
función. 

7) Se halla la región de cambio de la función £ (f). 

8) Se hallan los puntos de inflexión de la función, deter- 
minando las regiones, donde la curva está dirigida con la 
concavidad hacia las y positivas o negativas, al mismo tiem- 
po, en Jos puntos de inflexión se calcula el ángulo de incli- 
nación de la tangente. 

Para la investigación de las funciones concretas no es 
obligatorio seguir el orden indicado de investigación de las 
funciones. Se puede omitir la aclaración de unas u otras pro- 
piedades, si ellas son bastante evidentes. Así, para la in- 
vestigación de las funciones racionales se suele omitir el 
estudio de su periodicidad debido a que de todas las funcio- 
nes elementales sólo las funciones trigonométricas de argu- 
mento numérico ticnen propiedad de periodicidad. 
Ejemplo. Examinar las propiedades de la función 


f (a) = ER 


y construir su gráfica, 
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1) El campo de definición de la función es toda la recta 
numérica, a excepción del punto x = 
2) La función no es ni par ni impar, puesto que 


f(x) f(x) y $ (2) + —f (2). 


3) Para aclarar Ja conducta de la función cuando el 
argumento crece indefinidamente (y decrece), calculemos los 
límites 


X>-4+0 X 
> 2 — 
lím cl % -2 
z 
Xx —00 


4) La gráfica de la función dada no interseca el eje Oy. 
Los puntos de intersección de la gráfica de la función con el 
eje Ox se definen como raices de la ecuación 


2114 Z-—4 —0 
A 


q? 
las cuales son las siguientes: 
—34 Y 41 —3-VY 41 


5) Puntos del máximo y del mínimo de una función. Cal- 
culemos la derivada de la función dada: 


f (a) = — 32 E 


6) La región de cambio de la función (conjunto de valores 
de la función) es el intervalo 


(—o0; 41/16). 
7) Calculemos la segunda vaca de la función: 


fa) +2. 


La segunda derivada en el intervalo (4; 4-00) es positiva, 
y, por consiguiente, en este intervalo la gráfica de la función 
está dirigida con Ja concavidad hacia las y positivas. Ión los 
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y la gráfica de la función está dirigida con la concavidad 
hacia las y negativas. En el punto z = 4 la gráfica de la fun- 


Fig. 10.12. 


ción tiene inflexión. Sobre la base de la investigación reali- 
zada se puede dibujar la gráfica de la función dada (fig. 10.12). 


$ 3. Transformaciones simples de la gráfica 
de una función 


1) Traslación de la gráfica paralelamente al eje de orde- 
nadas. La gráfica de la función y = f (zx) + a se obtiene de 
la gráfica de la función y = f (x) 
mediante la traslación paralela 
r = (0; a). Si el número a es 
positivo, entonces la gráfica de 
la función y=f(1)+4 se 
obtiene mediante el desplaza- 
miento de la gráfica de la función 
y =f(z) en e unidades hacia 
arriba; si a es negativo, en a 
unidades hacia abajo (fig. 10.13). 

2) Traslación de la gráfica 
paralelamente al eje de abscisas. Fig. 10.13. 
La gráfica de la función y = 
=f(x— q) 20 0 Ptiene ¿> la — Boa Pa ta f. 
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entonces la gráfica se traslada a la izquierda, si a > 0, 
a la derecha (fig. 10.14). 

3) Alargamientos y contracciones de las gráficas de las 
funciones. Sea dada la gráfica de la función y = f (x) y sea 
que el punto con las coordenadas (Zo; yo) pertenece a la grá- 
fica de Ja función y = f (<). 

lxaminemos la función y = kf (2) (k es un número positi- 
vo). El punto de la gráfica de la función y = kf (x) con la 
abscisa xy tiene Ja ordenada Ayo. Para k > 1 las ordenadas 


f(T-2) F(T) 


Fig. 10,14, 


de Jos puntos de la gráfica de la función y == kf (x) crecen 
en k veces en comparación con las ordenadas de los puntos de 
la gráfica de la Jfunción y -= f (2), que tienen la misma absci- 
sa. En esto caso se dice que la gráfica de la función y = 
== kf (2) se obtiene de la gráfica de la función y = f (x) me- 
diante el alargamiento del eje de abscisas en k veces. 

Para 0 < k< 1 las ordenadas de los puntos de la gráfica 
de la función y = kf (zx) decrecen en comparación con las 
ordenadas de los puntos de la gráfica de la función y = f (x) 
que tienen la misma abscisa, y se dice que la gráfica de la 
función y == kf (x) se obtiene de la gráfica de la función 
y = f (x) mediante la contracción hacia el eje de abscisas en 
k veces. 

Por ejemplo, la gráfica de la función y = 2x? se obtieno 
de la gráfica de la función y = f (x) mediante el alarga- 
miento del eje de ahscisas en 2 veces, y la gráfica de la fun- 
ción y = */,x?* mediante la contracción hacia cl eje de abs- 


cisas en 2 veces (fig. 10.15). 
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Examinemos ahora la función y = f (kx) (k es un número 
positivo). El punto de la gráfica de la función y = f (kx) 
con la ordenada y, tiene la abscisa x,/k. Para k > 1 las 
abscisas de todos los puntos de la gráfica de la función y = 
= f (kx) decrecen en k veces en comparación con las abscisas 
de los puntos de Ja gráfica de la función y = f (x), que tie- 
nen la misma ordenada. En este caso se dice que la gráfica 


Fig. 10.15. Fig. 10.16. 


de la función y = f (kx) se obtiene de la gráfica de la fun- 
ción y = Í (zx) mediante la contracción hacia el eje de ordena- 
das en k veces. 

Para 0 <k<i las abscisas de los puntos de la gráfica 
de la función y = f (kx) aumentan en 1/k veces en compara- 
ción con las abscisas de los puntos de la gráfica do la función 
y = f (2), que tienen la misma ordenada. En este caso se dice 
que la gráfica de la función y = f (kx) se obtiene de la grá- 
fica de la función y = f (x) mediante el alargamiento del 
eje de ordenadas en 1/x veces. Por ejemplo, la gráfica de la 
función y = sen 2x se obtiene de la práfica de la función 
y = sen x mediante la contracción hacia el eje de ordenadas 
en 2 veces (fig. 10.16). 

4) La gráfica de la función y = —f (x) se obtiene de la 
gráfica de la función y = f (zx) mediante la reflexión simé- 
trica respecto al eje Ox (fig. 10,17). 

59) La gráfica de la función y = f (—x) se obtiene de la 
gráfica de la función y = f (x) mediante la reflexión simétri- 
ca respecto al eje Oy (fig. 10.18). 


Fig. 10.18. 
y 
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Ejemplos. 1. Mediante las transformaciones de las grá- 
ficas de Jas funciones obténgase de la gráfica de la función 
y = a? la gráfica de la función y = 24? + 4x — 1. 

Escribimos el trinomio de segundo grado 2x* + 4x — 1 
en la forma 2 (1 + 1)? — 3. La gráfica del trinomio de segun- 
do grado y = 2 (a + 1)? — 3 se obtiene de la gráfica del tri- 
nomio de segundo grado y = x* como resultado de las trans- 
formaciones siguientes: 

a) de la traslación paralela r = (—1; 0); 

b) del alargamiento del eje de las abscisas en 2 veces; 

c) de la traslación paralela r = (0; —-3). 

La gráfica de la función y = 2x* + 4x — 1 se muestra 
en la fig. 10.19. 

2. Mediante las transformaciones do las gráficas de las 
funciones obténgase de la gráfica de la función y = son z 


la gráfica de la función y = 2 sen (= + 7) + YU. 


La gráfica de la función y =2 sen E + 7) +4, se ob- 
tiene de la gráfica de la función y = sen z como rosultado de 
las transformaciones siguientes: 

a) de la traslación paralela r = (—n/4; 0), 


b) del alargamiento del eje de las abscisas en 2 veces; 
c) de la traslación paralela r -= (U; ?*/,). 


La gráfica de la función y= 2 sen (243) +1/290 
muestra en la fig. 10.20. 


S 4. Función lineal 
La función que tiene la forma 
f(x) = kx + bd, 


donde k y b son ciertos números, se llama función lineal. 

Propiedades de la función lineal. 

1) El campo de definición de la función es el conjunto 
de todos los números reales R. 

2) La región de cambio (el conjunto de v valores) de la 
función para k 0 es el conjunto de todos los números rea- 
los. Para. k == O el conjunto de los valoras de la función cons- 
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3) Parak +0 yb 40 la función no es ni par ni impar. 
Para k %0 (9 es cualquiera) la función es par. Para b =0 
(k es cualquiera) la función es impar. 

4) La función lineal f (1) = kx 4- b es continua y dife- 
renciable en tudo el eje numérico; su derivada en cada pun- 
to es igual a k. 

3) La función lincal no tiene extremo para ningún valor 
de k y b. Para k 0 no hay puntos críticos. Para k 40 
cada punto es un punto crítico de la función. 

6) Para k > 0 la función lineal crece para todos z € R. 
Para k<O0 la función liíncal decrece para todos zx € R. 
Para k =0 la función lineal es constante. 


ya -2/2 +1/2 
Fig. 10.24. Fig. 10.22. 


7) La gráfica de la función lineal f (2) = kx +- 5 inter- 
seca el eje Oy en el punto y = b. La grálica de la función li- 
neal f (1) = kx + b para k350 interseca el eje Ox en el 
punto z = —b/k; para k = 0 la gráfica de la función lineal 
es paralela al eje Ox. 

En las figs. 10.21, 10.22 se muestran las gráficas de las 
funciones lineales. ¡ 

La función lineal f (x) = kx + bd puede tener como grá!i- 
ca suya cualquier recta del plano de coordenadas Oxy, a ex- 
cepción de las rectas perpendiculares. 

Proporcionalidad directa. La variable y se llama variable 
proporcional directa z con el coeficiente de proporcionalidad 
k, si estas Variables están relacionadas por la proporción 
y = kx, donde k es cierto número real, distinto de cero. 

Si consideramos z una variable independiente, e y, de- 
pendiente, entonces la fórmula y = kx define y como la fun- 
ción x, la recta que pasa por el origen de coordenadas, con 
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un coeficiente angular k (la tangente del ángulo de inclina- 
ción de la recta al eje Ox es igual a k) es la gráfica de esta 
función. La dependencia proporcional directa es un caso 
particular de la función lineal. 


$ S. Dependencia inversamente proporcional 


La variable y se llama inversamente proporcional a la 
variable zx, si los valores de estas variables están relaciona- 
dos mediante la igualdad y = k/x, donde k es cierto húmero 
real, distinto de cero. El 
número k se llama coefi- 
ciente de proporcionalidad 
inversa. 

Si consideramos z una 
variable independiente, e y, 
dependiente, entonces la 
fórmula y = kfx define y 
como una función de x. La 
gráfica de la función y = 
= k/zx se llama hipérbola. 

Propiedades de la fun- 
ción f (1) = kz. 

1) El campo de defini- 
ción de la función es un. 
conjunto de todos los nú- 
meros reales, a excepción 
del número 0. 

2) La región de cambio (conjunto de valores) de la fun- 
ción es un conjunto de todos los números reales, a excepción 
del número 0. 

3) La función f (x) = k/x es impar, y su gráfica es simé- 
trica respecto al origen de coordenadas. La función f (x) = 
= k/z es continua y es diferenciable en toda la región de 
definición. f' (1) = —k/x?. La función no licne puntos crí- 
ticos. 

4) La función f (1) = k/z para k > 0 decrece monótona- 
mente en (—co, 0) y (0, +00), y para k < 0 es monótona en 
los mismos intervalos. 

5) La gráfica de la función f (x) = k/zx para k >0 en 
el intervalo (0; +00) está dirigida con la concavidad hacia 


y =-2/% (k=-2) 


Fig. 10.23. 
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las y positivas, y en el intervalo (—oo; 0), con la concavi- 
dad bacia las y negativas, Para k£ < 0 el intervalo de la con- 
cavidad hucia Jas y positivas us (-—oo; 0), el intervalo de la 
concavidad hacia Jas y negativas os (0; +00). 

Las gráficas de la función f (2) = klx para dos valores k 
se muestran en la fis. 10.23. 


S 6. Función lineal fraccional 


» ./ ae . , . . 
La función que tiene la forma f (1) = a se llama 


función lineal fraccional (a, b, e, d son ciertos números, 
c 3 0)*). Transformemos la expresión lineal fraccional 


e — 2 A 2 _A 
aztb_ a IA E ICC PEC 
TT — d Cc” 

As - rn + 

“e: -, . . ar+ yb 
La gráfica de Ja función lineal fraccional f (1) = FE puede 


ser obienida de la gráfica de la dependencia inversamente 
proporcional mediante las transformaciones siguientes: 

a) por traslación paralela de r = (—dl/c; 0): 

bh) por contracción (o alargamiento) hacia el eje de abs- 


cisas en (2-5) veces; 
co A 
c) por traslación paralela de r == (0; afc). 
La transiormación sucesiva de Ja gráfica de la función 
f(x) = —on gráfica de la función f (x) —= - E ele 54 muestra 
en las figs. 10.24-10.27. En la fig. 10.24 so muestra la grá- 


fica de la función f (1) == Z. En Ja fig. 10.25 se muestra la 


gráfica de la función f (x) = Ln que se obtiene de la 


gráfica de la función f (x) =— mediante la traslación para- 
lela de r = (—41; 0). En ta fig. 10.26 se muestra la gráfica 
de la función f (2) = mm obtenida de la gráfica f (a) = 


función Mei 
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1 . : . . 
== mediante el alargamiento del eje de abscisas en 3 


veces. Y, por fin, en la fig. 10.27 se muestra la gráfica de la 


f(x) = 1/7 


Fig. 10,24. 


Fig. 10.26. Fig. 10,27. 


2x-l- 5 
+4? 
de la gráfica f (1) = ni mediante la traslación paralela 


de r = (0; 2). 


función lineal fraccional f (2) = la cual se obtiene 
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$ 7. Función cuadrática 


La [unción f (2) = ax? + bx — e, donde a, b, c son cier- 
tos números reales (a + 0), se llama función cuadrática. 
La gráfica de la función cuadrática se ilama parábola. 

La función cuadrática puede ser reducida a la forma 
y” bl —áne | 


Ha) a (2+ —— (1) 


La expresión b? — 4ac se llama discriminante del trinomio 
de segundo grado. La representación de la función cuadrada 
en la forma (1) se llama la formación de un cuadrado perfecto. 

Propiedades de la función cuadrática y su gráfica. 

1) El campo de definición de la función cuadrática es 
toda la recta numérica. 

2) Para b 40 la función no es par y no es impar. Para 
b=0 la función cuadrática es par. 

3) La función cuadrática es continua y diferenciable en 
toda la región de definición. 

4) La función tiene un solo punto crítico z = —b/(2a). 
Si a > 0, entonces on el punto z = —b/(2a) la función tiene 
el mínimo. Para x < —b/(2a) la función decrece monótona- 
mente, para z > —b/(2a) crece monótonamente. 

Si a < 0, entonces en el punto r = —b/(2a) la unción 
tiene el máximo. Para r < —b/(2a) la función crece monó- 
tonamente, para x > —b/(2a) decrece monótonamente. 

El punto de la gráfica de la función cuadrática con la 


abscisa x = —b/(2a) y la ordenada y = — b2 —4ac 


Art 
vértice de una parábola. 
9) La región de cambio de la función es: para a7>0 un 


se llama 


, .. 2 / . 
conjunto de valores de la función | — tas : 3-00); para 
áa , 
. .. b — 
a < 0, un conjunto de valores de la función (—oo — A] . 


6) La gráfica de Ja función cuadrática $e interseca con el 
eje Oy en el punto y == c. En el caso cuando b? — 4ac > 0, 
la gráfica de la función cuadrática intrrseca el eje Oz en 
dos puntos (raíces reales distintas de la eccuación cuadrá- 
tica); si b* -—- 4ac = (O) (la ecuación cuadrática tiene una 
raíz múltiple de 2), la gráfica de la función cuadrática es 
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tangente al eje Ox en el punto z = —b/(2a); si b? — 4ac < 0, 
no existe intersección con el eje Ox. 

De la representación de la función cuadrática en la for- 
ma (1) también se deduce que la gráfica de la función es si- 
métrica respecto a la recta r = —b/(2a), es decir, a la ima- 


fíiz)= 1? 


YA £ía)=(x+ 12) 


| 
| 
| 
| 
| 


Fig. 10,28. Fig. 10.29. 


gen del eje de ordenadas para la traslación paralela r = 
= (—b/(2a); 0). 
La gráfica de la función 


fla) = ad? + bj e 


2 2 
(o / (1) = a (z q 37) 2 A) puede ser obtenida de la 
gráfica de la función f (2) = a? mediante las transformacio- 
nes siguientes: 
a) por la traslación paralela de r = (—b/(2a); 0); 
b) por la contracción (o el alargamiento) hacia el eje 
de abscisas en a veces; 


| mL 
c) por la traslación paralela de r — (0, 2 a), 


£jemplo. Construir la gráfica de la función 


f(x) = 21 + 2-1 2 


Reducimos el trinomio de segundo grado a la fornia (1): 


y e 
Fa) 2224 234222 (5: 1. 


3201475 
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Ahora la gráfica de la función f (1) = 24? + 21 + 2 pue- 
de ser obtenida de la gráfica de Ja función 
fu) ="w* 
mediante las transformaciones siguientes: 
a) por la traslación paralela de r = (—1/2; 0); 


b) por el alargamiento del eje de abscisas en 4 veces; 
c) por la traslación paralela de r = (0; 3/2). 


Fig. 10.30. Fig. 10.31. 


Los resultados de la aplicación sucesiva de las transfor- 
maciones indicadas se muestran en Jas figs. 10.28-—10.31. 


$ 8. Función potencial 


La función que tieno la forma f (x) = 1%, donde a es un 
número real cualquiera, llamado exponente de una potencia, 
se llama unción potencial. 

Propiedades de una función potencial. 

1) El campo de definición de la función potencial es el 
conjunto de todos los números positivos. La región de cam- 
bio de la función potencial es el conjunto de todos los núme- 
ros positivos. 

2) La función potencial es aperiódica, no es par y no es 
impar. 

3) La función potencial es continua en todo el campo de 
definición. 
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4) La función potencial es diferenciable en todo el campo 
do definición, y su derivada se calcula mediante la fórmula 


(12 = a-12-1, 


5) La función potencial x* crece monótonamente en todo 
el campo de definición para « > 0 y decrece monótonamente 
para a < 0, e 

6) Para a < 0 y a > 1 la gráfica de la función potencial 
está dirigida con la concavidad hacia las y positivas, y para 
0O< a < 1 con la concavidad hacia las y negativas. 


Fig. 10.32. Fig. 10.33. Fig. 10.34. 


Las gráficas de la función potencial para ciertos valo- 
res a se muestran en las figs. 10.32—10,34*). 


$ 9, Función exponencial 


La función que tiene la forma de f (1) = a*, donde a es 
cierto número real positivo que se llama base de una potencia, 
se llama función exponencial. Para a = 1 el valor de una 
función exponencial para cualquier valor del argumento 
es igual a la unidad, y el caso a = 1 no se examinará a con- 
tinuación. 

Propiedades de la función exponencial. 

1) El campo de definición de la función es toda la recta 
numérica. 


*) Aqui la función potencial se define sólo en cl semieje positivo. 
La función potencial se define a veces en toda la recta numérica (para 
ciertas a concretas). 


32* 
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2) La región de cambio (el conjunto de valores) de la 
función es el conjunto de todos los números positivos. 

3) La función es continua y diferenciable en todo el campo 

de definición. La derivada de la función exponencial se 

calcula mediante la fórmula 


(ay = ar ln a. 


4) Para a > 1 la función 
crece monótonamente, para 
a< 4 decrece monótonamente. 

5) La función exponencial 
tiene una función inversa que 
se llama función logarítmica. 

6) La gráfica de una fun- 
ción exponencial cualquiera in- 
terscca el eje Oy en el punto 
y = 1. 

Fig. 10,35. 7) La gráfica de la función 
exponencial es una curva, diri- 
gida con da concavidad hacia las y positivas. 

Las gráficas de la función exponencial para los valores 
a= 2ya = 1/4 se muestran en la fig. 10.35. 


fíx)2* 


9 10. Función logarítmica 


La función que es inversa a la función exponencial y = 
= 0% se llama función logarítmica y se designa 


y = log, z. 
ls número a se llama base de la función logarítmica. La fun- 
ción logarítmica con la base 10 se designa 

lg z, 


4 


y la función logarítmica con la base e se designa 
in x. 


Propiedades de una función logarítmica: 

1) El campo de definición de inma función logarítmica es 
el intervalo (0; -p.00). 

2) La región de cambio (el conjunto de valores) de la fun- 
ción logarítmica es toda la recta numérica. 
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3) Ja función logarítmica es continna y diferenciable en 
todo el campo de definición. La derivada de la función loga- 
rítmica se calcula según Ja fórmula 

(log, z) Ina" 

4) La función logaritmica crece monótonamente, si 
a > 1. Parad< a< 1 la función logarítmica con la base a 
decrece monótonamenle. 

5) Para cualquiera hase a > 0, a X< 1, existen las igual- 
dades 


log, 1 = 0, log, a = 1. 


6) Para a > 1 la gráfica de la función logarítmica es una 
curva, dirigida con la concavidad hacia las y negativas; 


f(T)= Log» z 


fiz+= Log yz 
Fig. 10.36. 


para U0Ó<Z a< 1 es una curva, dirigida con la concavidad 
hacia las y positivas. 

Las gráficas de la función logarítmica para a = 2 ya = 
= 1/3 se muestran en la fig. 10.36. 

Identidad logarítmica principal. La función logarítmica 
zx = log, y €s una función inversa para la función exponen- 
cial y = a*. Según las propiedades de Jas funciones recipro- 
camente inversas f y f”* 


LU" (1) = y (1) 


para todas x del campo de definición de la función f-* (x). 
En particular, para las funciones logarítmica y exponencial 
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la igualdad (1) obtiene la forma 


ey 


y. (2) 
La igualdad (2) se llama con frecuencia identidad logarítmica 
básica. 

Para una función logarítmica, cualesquiera que sean z 
e y positivas, son válidas las igualdades siguientes, que pue- 
den ser obtenidas como consecuencia de la identidad lo- 


garítmica básica (2) y de la propiedad de la función exponen- 
cial: 


log, (1 -y) = log, x -+ 108, y; 
z . 
log, (2) = log, 7 — log, y; 
log, (1%) =a-log, (a es un número real cualquiera) 
log, a = t; 


logs Xx 
logj a 


En particular, de la última fórmula para a =?, b = 10 
se obtiene la igualdad 


log, 1 = 


(b es un número real, ¿>0, b:+1). 


1 
nz = ¡1 z. (3) 


El número lg e se llama módulo de paso de los logaritmos na- 
turales a los decimales, y se designa con la letra M, mien- 
tras que la fórmula (3) suele escribirse en la forma 


lg z = M-1n z. 
El número M con una precisión hasta el sexto signo es igual a 
M = 0,434294 ... 


Combinatoria 
El número de permutaciones de n elementos os: 
P, =n 
El nómero de variaciones de n elementos por m elementos es: 


mo n | 
An = (mm)! * 


Número de combinaciones de r elementos por m elementos: 


cr nl 


mala mT 
Las fórmulas para el número de combinaciones son: 
Ca=Cha "; 
ni=CA + CA; 
A AS E a A 
Binomio de Newton: 
(a + DY = Ca? + ClariTbA. ..  Cra rn mp + 


+... +Cpb”. 
Potencias y logaritmos 
Potencias: 
a*=1 (a +0); 


ar.al = q; 
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(a ae 
(a-b)?= a*.b* 
.=E 


Logaritmos: 
tog, a-=14 (a>0), (al); 
log, (a") =k (a > 0, a 1), 
log, (M,M,) =lo08, M, + log, M, (M, >0, M,>0); 
log, (-57-) =108, M,—10g, M2 (M1, >0, M¿>0); 
log, (07) == c log, b; 


_Jldogne . 1 
log, = logs a ” Est log a * 


Álgebra 
Fórmulas de la multiplicación abreviada: 
(x + 6 (2 — ce) = 2? — e?; 
lr +0 (2—ua+c«=3xu0c+e; 
(z — 0) (124 xe+c<%=ab e, 
Fórmulas de Vióte para las raíces: 
| Ly +] Tag = —P, Z] Xy =Q. 
Raices de la ecuación cuadrática ax? + bx + ec = 0; 


_ (AB An 
Z, ¿= br TV) 4ac 


1 de 2a 


Raices de la ecuación cuadrática con el segundo coefi- 
ciente par ax? + 2kx 4 c=0: 


_—kk Vikiac 
Ll. = —— 


Raíces de la ecnación cuadrática reducida a? + pz + 
+ q=0: 


ne —FiY (4) 0 
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Desigualdades simples: 
la--b1< la] +101; 
ja—6| >]||a] —10 11; 
ad + 12 > 2ab, 


+ >2 (a y b son números del mismo signo); 


22 >ya (a>0, b>0). 


Vectores 
El módulo del vector a = (%,; Y,; 21) es: 
al VA ++. 


El producto escalar de los vectores a y b es: 


NN 
(a, b)=|ja|:1b | cos (a, b). 


El producto escalar de los vectores, representados por las 
coordenadas es: 


(a, b) = 2,22 + YiYo +: 2120. 


Geometría 


El triángulo. 
Aroa de un triángulo: 


1 A a , 
S$=>3 ah, => bh, — 35 cho; 
S=V píp—-0dip—dHDAip—c) (fórmula de Geron); 


S = 7 ab sen y; 


abc | 
$ = AR ? 
S = pr. 


Aquí a, b, c son los lados del triángulo, 2¿,h¿, h,, las alturas, 
p= 7 la -+ b + c), el semiperimetro, R es el radio de la 
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circunferencia, descrita alrededor del triángulo y r es el 
radio de la circunferencia, inscrita en el triángulo, y es el 
angulo situado entre los lados a y b. 

El rectángulo. 

El área del rectángulo es: 


S =al, 


donde a y b son los lados adyacentes del rectángulo. 
El área del cuadrado es: 
S = al, 
donde a es un lado del cuadrado. 


El trapecio. 
El área del trapecio es: 


s=h, 


donde a y b son las bases del trapecio y h es la altura del 
trapecio. 

El círculo y la circunferencia. 

El área del círculo de radio r es: 


S = ar, 
La longitud de la circunferencia de radio r es: 
[= Zar. 
El área del sector con un valor angular del arco al es: 
rriu 
S sect. —=360 . 


El polígono. 

El área de un n-polígono regular es igual a la mitad del 
producto de su perímetro por el radio de la circunferencia 
inscrita: 

1 
Sn = El Pr. 
El área de un r-polígono regular es: 
—A pa 300" 
S==3yRinsen—, 


donde R es el radio de la circunferencia descrita. 
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El prisma. 
El área de la superficie laleral es: 


Sat. = Pr-:| Aj A, , 


donde P, es el perímetro de la sección perpendicular del 
prisma, [A,4, |, la longitud de la arista lateral. 
Volumen del prisma: 
Y = Sp-1A1A, , 


donde S, es el área de la sección perpendicular del prisma, 
|4,4,4 | es la longitud de la arista lateral, 


O 
V = Sbase-H, 
donde Sbase es el área de la base del prisma y /7 es la altura 
del prisma. 
Volumen de un paralelepípedo rectangular: 


V = a:b-c 


(a, b, c son las dimensiones del paralelepíipedo). 
Volumen de un cubo: 


Y =a 
(a es la dimensión del cubo). 
La pirámide. 
El área de la superficie lateral de una pirámide regular es: 


=1 
S==x3 Ph, 


donde P es el perímetro de la base de la pirámide y A es la 
apotema. 
Volumen de una pirámide: 


1 
V=>3SH, 


donde $ es el área de la base de la pirámide y H es la altura 
de la pirámide. 

La pirámide truncada. 

El área de la superficie lateral de la pirámide truncada re- 
gular es: 


S=>3(P+p)h, 
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donde P, p. son los perímetros de las bases de la pirámide, h 
es la apotema. 
Volumen de una pirámide truncada: 


V=2H(8,+V 3,5, +8,), 


dende Ef es la altura de la pirámide truncada, S, y $, son 
los áreas de las bases de la pirámide truncada. 

El cilindro. 

Volumen del cilindro: 


V = nRYUT, 
donde R es el radio de la base del cilindro y A cs la altura 
del cilíndro. 
Área de la superficie lateral y total del cilindro: 
Stat = 2H5RH; 
Sey = ¿RT + 2aR?, 

donde RR es el radio de la base del cilindro y 4 es la altura del 
cilindro. 


El cono. 
Volumen del cono: 


Veon — 5 RH, 


don... Ki es el radio de la base del cono y /f es la altura del 
cono. El área de la superficie lateral del cono es: 

Slat = RL, 
donde £ es la generatriz del cono. 


El cono truncado. 
Volumen del cono truncado: 


1 
V == 4H (R¡+R RH RS, 
donde H cs la allura del cono truncado, Al, y RR, son los ra- 


dios de la base superior e inferior del cono truncado. 
El área de la superficie lateral del cono truncado es: 


donde L£ es la generatriz del cono truncado. 


Tabla de las fórmulas más frecuentes 


La esfera. 
Area de una eslera de radio /?: 


S = 4mR?. 
Volumen de una esícra de radio ¿?: 


Y + Gao. 


Trigonometría 
senta +-cosia = 1; 
liga -ctga =1; 

1 4- tg2 a = 


costa ' 
1 4 ctgta = nv 
sen (a + PB) =sen a.cos f + cos a sen f; 


cos (u + $) := cosa cos f =E sen a sen B; 
_ tga+tgP 
ETT 


sen 2a = 2 sen a cos a; 
cos 2a = cos? a 


_ llga 
tg 2a=-— , 


= A 
14 cos u =2c08? 3 E | —eos a =< 2 sen? 


. 
? 


liga 


cos a —— 5 Sena = -——— ; 
+ Í +4- y — 


sen a -j- sen f == 2 sen ath cos A j 


sen a — sen f = 9 ens =P sen 2 É : 


cosa -|-cosf =2c03 = P cos EL ma 


—sen?a => 1—2sen?a == 2008204; 


509 
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Es en “Bb .-250n a + $ $—a 


cosa—cosfB= —2sen EL q == 250n — sen =— A; 
tg a + tg B= on). clg a + ctg P = seno). 


cosacosH ? sen a sen $ 


sen a sen $ ==> [cos (a — $) —cos (a + B)); 
cos a cos $ =5 [cos (a— B) + cos (a + B)); 


sen q cos f => (sen (a — Pf) + sen (u + B)]. 
Teorema de los senos: 


— -. —_— 
ADD DA 


Teorema de los cosenos: 


ad = 9 4 e? — 2bc cos a; 
d* = a? + e? — 2ac cos P; 
e = bi + af — 2ab cos y; 


(a, b, e son los lados del triángulo que se encuentran frente 
a los ángulos a, f, y respectivamente, /? es el radio de la cir- 
cunferencia circunscrita). 

Progresión aritmética. 

La fórmula del r-ésimo término y la suma de los prime- 
ros rn términos son: 


a, =4+d(n—1), > 


Progresión geométrica. 
La fórmula del n-ésimo término y la suma de los prime- 
ros rn términos son: 
— n- A (1— y”) 
Uy =u,:'q 8, Sn AG . 
La suma de los términos de una progresión geométrica 
decreciente infinitamente es: 
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Las derivadas. 
f(x) ]/' (2) f(x) f' (x) 
Cc 0 sen z cos z 
qe axe-1 cosx |-—-senz 
a* a* Ina 1 
er ex tg z cos? x 
4 
log, z-Ina ctg z sen? z 
1 4 
Inz 5 arcsen z ViZa 
Integrales indefinidas. 
| 0.dz =C; | sen z dz =—cosx+C; 
| 1.da=x+C; | cosa dz =senz+C; 
gt 
| 22d ai +C (a e —1); Von tr=e2+C; 
| d2=1m101+C; Van dr = —agr+C. 


¡ ad= Ly C; 


Ina 


Ánexo 


Sistemas de numeración 


Conjuntamente con el gistema de numeración posicional decimal 
que se utiliza en la práctica, para el trabajo en Jas máquinas compu- 
tadoras electrónicas se suelen utilizar los sistemas de numeración 
binarios, de base 8 (uctonario) y «e base 16 (así como sistemas mixtos 
de numeración). Al exponer los conocimientos básicos sobre los sistemus 
octonarios y binurios de nurneración y los procedimientos de conver- 
sión de los números de un sistema de numeración a otro, en vez de las 
palabras «el número escrito en el sistema decimal (octonario, binario) 
de numeración» vamos a decir simplemente «el número decimal (respec- 
tivamente octonario, binario)». 

Sistema ectonario de numeración. En el sistema posicional octo- 
nario de numeración para la escritura de los números se usan ocho 
cifras distintas: 0, 1, 2,3, 4,5, 6, 7. El número «ocho» se escribe 10. 
En el sistema posicional octonario de numeración la anotación 


Gnln-1 . » o». 2145» a. . .. 4. . . -4 (1) 
donde 27, Gn-1, ---, 4, ly, ar E cifras del sistema 
octonario de 1umeración y por lo menos una cifra es distinta de cero, 


representa una anotación abreviada del número positivo ae: 
a =tp:8 +4 ay :8N14... 4 ay:8! + a9-80 + 


$ 4817. .+€p8R+... (2) 


Para la anvtación del número negativo —a delante de la sucesión 
de las cifras (1) se pone el signo menos. Todos los conceptos introducí- 
dos para las fracciones decimales, que son una forma de anotación 
de log núrneros cn el sistema de numeración posicional decimal, se 
trasladan también literalmente a las expresiones del tipo (1), las 
cuales se pueden llamar fracciones octonarias. 

Reglas de conversión de los números decimales en octonarios: 

Conversión de la parte entera de un número. Dividamos la parte 
entera de un número decimal por cd número 8. La cifra obtenida en el 
resto es la úhima cifra de la anotación octonaria del número dado, 
El cociente obtenido lo dividimos por el número 8; la cifra, que es el 
resto, es la penúltima cifra de la anotación octonaria del número. Con- 
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tinuando el proceso de división de los cocicntes que obtenemos, escri- 
bimos sucesivamente las cifras de la anotación octonaria del número. 
El proceso de división termina, cuando en el cociente se obtiene una 
cifra, menor que 8, la cual será la primera cifra de la anotación octo- 
naria del número dado. 

Ejemplo 1. Escribir el número decimal 201 en el sistema octonario 
de numeración: 


— 201 8 
16 | 2518 
4 24 
1 


El proceso de división de los cocientes se termina en el número 3 
puesto que 3< 8. El número decimal 201 en el sistema octonario 
de numeración se escribe como 3141. 

Conversión de la parte fraccionaria de un número. Multiplicamos 
la parte fraccionaria del número por 8. La parte enlera del producto 
es la primera cifra de la anotación octonaria de la parte fraccional 
del número. Multiplicando la parte fraccionauria del producto obtenido 

or 8, obtenemos un número, cuya parte entera es la segunda cifra de 
a anotación octonaria de la fracción. El proceso de multiplicación 
continúa hasta que la parte fraccionaria del producto no esté com- 
puesta sólo de ceros o hasta que obtengumos la cantidad necesaria de 
cifras de la anotación octonaria de la parte fraccionaria del número. 
Observemos, que el número, representado por una fracción decimal 
finita en el sistema octonario, puede resultar ser representado en forma 
de una fracción octonaria periódica infinita (véase el ejemplo 3). 

Ejemplo 2. Escribir el número decimal 0,1875 en el sistema octo- 
nario de numeración. 

Representemos el proceso de multiplicación en forma de dos 
columnas de números, donde la columna izquierda es la parte entera 
del número, la cual al realizar la siguiente multiplicación se sustiluye 
por cero. 


1875 

x 0 
8 
x4 | 3000 
8 
4 | 0000 


El número decimal 0,1875 se escribe en forma de fracción octo- 
naria 0,14. 

Ejemplo 3. Escribir el número decimal 0,3 en el sistema uetoriario 
de numeración. 


33-01477 
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La conversión del número en el sistema octonario de numeración 
se realiza de la misma mancra que en cl ejemplo anterior: 


Es fácil ver que comenzando con el paso de multiplicación, mar- 
cado con la segunda estrellita, en la columna izquierda aparece la 
combinación de las cifras 3146, la cual representa el período de la 
fracción octonuria. De esta manera, el número decimal 0,3 en el sistema 
octonario de numeración se escribe en forma de fracción 0,2 (3146). 

La conversión de los números escritos en el sistema octonario de 
numeración al sistema decimal se suele realizar mediante la fór- 
mula (2). 

Ejemplo 4. Escribir el número octonario 163,2 en el sistema decimal 
de numeración. 

Según la fórmula (2) la anotación 163,2 es la anotación abreviada 
del número 


1-81 + 6-81 4 3.80 + 228 = 04+48+ 34 3 = 


= 64 + 48 + 3 + 0,25 = 115,25, 


Así pues, el número octonario 163,2 en el sistema decimal de 
numeración se escribe como 115,25. 

Sistema binarío de numeración. En el sistema posicional binario 
de numeración para la anotación de los números se usan dos simbolos 
(cifras): O (el cero) y 1 (la unidad). El número «dos» en el sisterna bina- 
rio de numeración se escribe 10. En el sistema binario de numeración 
la anotación 


Orla. -Qlo Bj. ..-Boo, (3) 


donde an, Qpojr - + -, E, Gps Quyy + + ., Gx +. . Son Cifras del sistema 
binario de numeración (0 ó 1) y por lo menos una de las cifras es distinta 
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de cero, representa mma anolación abreviada del número posilivo «: 
e = 47:22 Y Apo 2d. 21 0] ap 2 | 
+ ay. 2 =P co... 4- a: 27h -|- o .—-. (4) 


Para la anotación del número negativo —ae, delante de la sucesión 
de las cifras (3) se pone el signo menos. Todos los conceptos que se 
introducen para las fracciones decimales se trasladan literalmente 
a las expresiones que tienen la forma (3). 

Las tablas binarias de adición y multiplicación tienen la forma: 


La tabla de adición La tabla de multiplicación 
0+1=1 0x1=0U 
+ 0=1 1x0-=0 
1+1= 10 1x1=1 


La conversión de los números enteros y fraccionarios, escritos en 
cl sistema decimal de numeración, al sistema binario se puede efectuar 
de la misma manera que se hace para la conversión de los números de- 
cimales en números oclonarios. 

Ejemplo 5. Escribir el número decimal 19 en cl sistema binario 
de numeración: 


_19 ) 
Bi, >) 
— -4 1 
1 8 4 | 2 
cc 4 _4P2]|2 
0 72 4 
0 


De esta manera, el número 19 en el sistena hinario de numeración 
se escribe como 10011. 

La conversión de los números del sistema decimal de numeración 
al sistema binario se puede realizar también mediante otro procedi- 
miento. Este procedimiento se hasa en que entre los números 0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7, y los números binarios que se componeu de tres cifras 
existe una correspondencia biunívoca, es decir, los uúmeros enumerados 
en el sistema binario de numeración se escriben respectivamente como 


000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 


Teniendo en cuenta lo expuesto más arriba, el número decimal se 
pasa al sistema binario en dos etapas. Primeramente se escribe el 
número decimal en el sistema octonario de numeración. Después cada 
cifra octonaria se sustituye por el grupo respectivo de tres cifras 
binarias. 

Ejemplo 6. Escribir el número decimal 201, 1875 en el sistema 
binario de numeración. 

El número decimal dado en el sistema octonario de numeración 
se escribe como 311,14 (véase los ejemplos 1, 2). Cada cifra del número 
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octonario 311,14 se sustituye por un grupo de tres cifras binarias: . 
Í —» 011; 1 > 001; 4 -» 100. 


De resultas el número octonario 311,14 en el sistema binario de 
numeración se escribe en la forma 


011 001 001,001 100 


Despreciando los ceros que se encuentran en el principio de la 
parte entera y en el final de la parte fraccionaria del número binario, 
definitivamente obtenemos que el número decimal 201,1875 se escribo 
en el sistema hinario de numeración en la forma 11001001,0011. 

La conversión de los números del sistema binario de numeración 
ul sistema decimal es cómodo realizarla mediante la fórmula (4). 

Ejemplo 7. Escribir el número binario 10110,11 en el sistema de- 
cimal de numeración. 

Según la fórmula (4) la anotación 10110,11 es la anotación abre- 
viada del número 


1.24 4 0-23 4 1-22 4 4.21 - 0.20 4 1.21 4- 4.2-2 = 
1 1 3 
=16+4 +24 += 22+-7 = 22,75 


Así pues, el número binario 10110,11 en el sistema decimal de 
numeración se escribe como 22,75. 


Lista de las principales nofaciones 


la; b] es un intervalo cerrado (segmento): los puntos 
(números) a y b pertenecen al intervalo 
(a; b) y la; b) son intervalos semiabiertos: el punto a 


no pertenece al intervalo; el punto b pertenece 
al intervalo; respectivamente, el punto a per- 
tenece, y el b no pertenece al intervalo 

(a; b) es un intervalo abierto: los puntos a y b no 

pertenecen al intervalo 

es el simbolo que significa «sigue en una direc- 

cion» 

es el símbolo que significa «sigue en ambas di- 

recciones» 

son los simbolos de pertenencia 

es el simbolo «no pertenece» 

es el símbolo del conjunto vacio 

es el simbolo de la unión de conjuntos 

es cl símbolo de la intersección de conjuntos 

es el simbolo del complemento de conjuntos 

es el signo de equivalencia 

(en geometría es el simbolo de semejanza) 

[a,; Co; - - «3 Gp), es un conjunto, formado de los ele- 
mentos 41, Ga, - + -> 

(as; as; - - -5 Gn), UN conjunto ordenado, formado de 
los elementos 4;, Gs», .. ., Gn 

fyf”, £ y g 7, etc. son las designaciones de las apli- 
caciones recíprocamente inversas 

< en la teoría de conjuntos es el símbolo «no su- 
pera» 

n! es la notación del producto 1-2:.3 ... -n (se 
lee «en factorial») 


> dy 


las ll 
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cl número «e reordenaciones de 7» elementos 
cs el número de combinaciones de r. elementos 


por m elementos 

e] número de variaciones de » elementos por m 
elementos 

o (aj) o le;,] es la matriz, compuesta de los 
nNÚMETOS ;j 

llas, Il, el determinante de la matriz cuadrada 
[| Q;) !l 

es el conjunto de todos los números naturales 
el conjunto de todos los números enteros 

es el conjunto de todos los números racionales 
el conjunto de todos los números reales 

es el minimo común múltiplo de los números m 
y R 

cl máximo común divisor de los números m 
y R 


>,< ,>,+< son los símbolos «mayor», ¿menor», «mayor o 


igual que», «menor o igual que» 
es el valor absoluto (módulo) de un número 
real 


es Ja raíz n-ésima potencia 
es la raíz cuadrada 
son los logaritmos del número M de base a 
es el logaritmo del número M de base 10 
el logaritmo del número M de base e 

«Rp... €s una fracción decimal con la 
parto entera N 

Ra lMa+1 +.» Ruy) es una fracción de- 

cima) con un período de Ri+, . -- Rr+p 


son números conjugados complejamente 

es una unidad imaginaria 

la parte real del número complejo z 

la parte imaginaria del número complejo z 
el módulo del número complejo z 

es el argumento del número complejo z 

son los vectores básicos del sistema de coorde- 
nadas cartesiano rectangular en el plano 
son los vectores básicos del sistema de coorde- 
nadas cartesiano rectangular en el espacio 


LS 

(a, b) 

(a, d), 
la, dl, 
la, b, ce), 


¡AB 1, 


COsec £, 
arcsen a 
arccos a, 
arctg a, 
arcctg a, 


(2) 
lim 
Az 
Af, 
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es el ángulo entre los vectores «e y b 

el producto escalar de los vectores « y b 
el producto vectorial de los vectores a y b 
el producto mixto (escalar-vectorial) de los vec- 
tores a, b, e 

la longitud del segmento 48 

es el simbolo del ángulo 

es un grado 

cs un minuto 

es un segundo 

es la designación del ángulo recto 


es el valor del ángulo ABC 

es el símbolo de la codirección (de Jos rayos) 
el simbolo de la dirección opuesta 

el simbolo de paralelismo 

el símbolo de perpendicularidad 

es un ángulo entre la recta « y el plano a 
el ángulo entre los planos « y B 

es un arco con los extremos Á y £ 


el valor angular del arco 1) ACB 

es la simetría central del plano con centro O 
la simetría axial del espacio (plano) con el eje 
de simetría l 

la simetría del espacio respecto al plano qu 
es el seno a 

el coseno a 

la tangente a 

la cotangente «e 

la secante a 

la cosecante a 

es el arco seno del número a 

el arco coseno del número « 

el arca tangente del número a 

el arco cotangente del número « 

es una sucesión con Jos términos a,. gy... 
A | 

es el símbolo de un límite 

es el incremento del argumento 

el incremento de una función 
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f(x) e o es la primera derivada de la función f (x) 
JO (x) o pa , la n-ésima derivada de la función f (x) 


es el símbolo de la integral indefinida 
b 


¡ , el símbolo de la integral definida 
a - >» . 

máx es el maximo 

min, el minimo 


Número e = 2,718281828... 

Número a == 3,141592653... (16 es la razón entre la longitud 
de la circunferencia y el diámetro) 

Número M (módulo de conversión) = 0,434294481... 
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